Recenzja pracy doktorskiej mgra Marka Millera

,Matematyczne metody algebr operatorow w analizie kryterium splgtania
zlozonych ukladow kwantowych”

Praca doktorska mgra Marka Millera poswiecona jest analizie matematycznej wybranych
problemdéw w teorii kwantowego splatania. W szczegdlnosci autor koncentruje si¢ na analizie
odwzorowan dodatnich w algebrach operatorowych. Odwzorowania takie stanowia
podstawowe narzedzie do wykrywania i klasyfikacji kwantowych stanéw splatanych. Warto
podkresli¢, ze teoria kwantowych stanéw splatanych jest w ostatnich dwoch dekadach
intensywnie rozwijana w zwigzku z fundamentalnymi zastosowaniami w kwantowej teorii
informacji. Uwaza si¢ powszechnie, ze kwantowe stany splatane stanowia podstawowy zasob
nowoczesnych technologii informatycznych bazujacych na prawach mechaniki kwantowe;.
Bez watpienia praca mgra Millera wpisuje si¢ w aktualny nurt badan zaréwno w kraju jak i na
swiecie.

Przedstawiona praca doktorska jest typowa praca z fizyki matematycznej. Catosé, lacznie z
bibliografig liczacg 61 pozycji, zajmuje 69 stron. Nalezy podkresli¢, ze praca jest napisana
bardzo starannie i czytanie jej byto dla mnie duza przyjemnoscia.

W czedei I ,,Matematyczne metody analizy standw splatanych” autor na kilku stronach zbiera
podstawowe narzedzia matematyczne uzywane w dalszej czgsci rozprawy. Autor przypomina
definicje algebry von Neumanna, iloczyn tensorowy algebr von Neumanna, oraz liniowego
odwzorowania dodatniego na algebrach von Neumanna. Pewien niedosyt pozostawia fakt, ze
w przypadku odwzorowan rozktadalnych autor rezygnuje z ogblnego podejscia i ogranicza si¢
do algebr macierzowych. To samo dotyczy pojecia odwzorowania ,.exposed”, ktére autor
thumaczy jako ,,odwzorowanie wystajace”. Nie jestem pewien czy jest to udana proba.

Czeé¢ 11 ,Kryterium separowalnosci stanéw kwantowych” zawiera interesujacy wynik
(opublikowany M. Miller, R. Olkiewicz, Infinite Dimensional Analysis Quantum Probability
and Related Topics (2014)) bedacy uogdlnieniem znanego kryterium Peresa-Horodeckiego na
przypadek algebr von Neumanna i C*-algebr. Uogdlnienie to, ktére wydaje si¢ dos¢
naturalne, w istocie jest wysoce nietrywialne i wigzg si¢ z iloczynem tensorowym algebr
operatorowych. W przypadku algebr von Neumanna autor pokazal, ze kryterium Peresa-
Horodeckiego mozna uogdélnié, jesli dodatkowo zatozymy inicktywno$¢ jednej z algebr. Z
kolei w przypadku C*-algebr autor uogdlnit kryterium Peresa-Horodeckiego zakladajac, ze
jedna z algebr jest algebrg jadrows. Wynik ten oceniam bardzo wysoko. Doktorant pokazal,
ze posiada gruntowng wiedz¢ teoretyczng w dziedzinie algebr operatorowych oraz bardzo
dobry warsztat badawczy.

Czes¢ III ,,Odwzorowania dodatnie na algebrach macierzowych” zawiera bardzo ciekawa
analize struktury odwzorowan dodatnich w algebrach M_2 oraz M_3. Autor w pomystowy
sposéb odtworzyt znany wynik Woronowicza méwigcy, ze wszystkie odwzorowania dodatnie
M 2 —> M 2 s3 rozktadalne. Pomyst polega na obserwacji, ze macierze dodatnie w M_2



tworzg stozek Lorentza w R™M. Tym samym odwzorowania dodatnie odpowiadajg
odwzorowaniom stozka w siebie, ktére sa dobrze znane w szczegdlnej teorii wzglednosci.
Podobng analize¢ dla stanéw 2-kubitowych przeprowadzili Leinaas, Myrheim, Ovrum (PRA
2006) — wynik ten byl przedstawiony kilka lat temu przez Leinaasa na konferencji w Toruniu.

Kolejny bardzo ciekawy wynik doktoranta dotyczy odwzorowan bistochastycznych w M_3.
Autor wykorzystal rezultat uzyskany weczesniej przez promotora pracy moéwiacy, ze
odwzorowanie bistochastyczne w M_n prowadzi do naturalnego rozktadu algebry M n na
sume prosta dwoch podprzestrzeni, z ktérych jedna jest algebra Jordana. W przypadku
algebry M_3 jej podalgebry Jordana sa dobrze znane. Doktorant pokazal, ze ekstremalne
odwzorowanie bistochastyczne moze prowadzi¢ jedynie do trzech charakterystycznych algebr
Jordana (Twierdzenie 3.9). Odwzorowania zwigzane z dwiema algebrami byly juz znane w
literaturze. Istotnym wkladem doktoranta jest konstrukcja odwzorowania odpowiadajacego
trzeciej dopuszczalnej algebrze. Doktorant pokazal, ze odwzorowanie to jest nie tylko
ekstremalne ale réwniez ,,exposed” (wystajace). Dodatkowo podal réwniez stan kwantowy
dwoch kutritow wykrywany przez odpowiedniego $wiadka splatania. Wynik ten zostat
réwniez opublikowany (OSID 2015). Co ciekawe zostat uogdlniony w pracy Rutkowski i inni
(OSID 2015) oraz ostatnio przez Marciniaka (wyktad na konferencji w Korei — luty 2016).

Praca jest napisana bardzo starannie i znalaztem jedynie kilka drobnych potknieé: na str. 18
autor uzywa pojecia ,,net operatoréw” co wywoluje pewne zdziwienie widzgc wezesniej
zapal doktoranta do ttumaczenia terminu ,,exposed”. Na str. 41 jest bledna definicja normy
sladowej: powinno by¢ |[Y||_1 = Tr[Y|, a na str. 44 autor pomylil iloczyn tensorowy z
iloczynem skalarnym.

Autor kilkakrotnie powotuje si¢ na tzw. izomorfizm Choi-Jamiotkowskiego. W Twierdzeniu
1.13 na str. 16 autor blednie uzywa E* {ij}. Odwzorowanie, ktore spelnia (1.7) nie jest
kompletnie dodatnie ale kompletnie ko-dodatnie. Podobny blad jest we wzorze (3.58). Autor
nie cytuje precyzyjnic wyniku uzyskanego przez Jamiotkowskiego i Choi: Jamiotkowski
pokazal, ze we wzorze (3.58) S jest dodatnie wtedy i tylko wtedy gdy W jest dodatni na
wektorach produktowych. W tym przypadku nie jest istotne czy uzyjemy sprzezenia czy tez
nie! W istocie wynik ten jest uzupelnieniem wczes$niejszej pracy de Pillisa , Linear
transformations which preserve hermitian and positive semidefinite operators” Pac. J. Math.
23 129 (1967). De Pillis pokazat, ze jesli W jest operatorem dodatnim, to S jest
odwzorowaniem dodatnim. Praca de Pillisa jest réwniez punktem wyjscia dla wynikéw Choi.
Detaliczna dyskusja tego zagadnienia znajduje si¢ w pracach przegladowych

e O. Giihne, and G. Téth, ,,Entanglement detection” Phys. Rep. 474 1 (2009)
e D. Chruscifiski and G. Sarbicki, :Entanglement witnesses: construction, analysis and
classification” J. Phys. A : Math. Theor. 47, 483001 (2014)

Wprowadzajac termin ,$wiadek splatania® na str. 7 autor cytuje prace [6]. Warto
przypomnie¢, Ze termin ten zostal zaproponowany przez Terhal w pracy

e B.M. Terhal, ,Bell inequalities and separability criterion” Phys. Lett. A 271 319
(2000)

Autor pomingt rowniez wktad innych autoréw zajmujacych si¢ uogélnieniem wynikéw teorii
splatania na przypadek nieskoriczenie wymiarowy — prace Majewskiego, Belavkina oraz
Ohya.



Ocena koncowa: Prace doktorskag mgra Marka Millera, mimo kilku uwag krytycznych,
oceniam bardzo wysoko. Uwazam, ze spelnia ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane
pracom doktorskim. Doktorant postawil szereg ambitnych problemow i uzyskat bardzo
ciekawe rezultaty. Doktorant jest wspélautorem czterech publikacji w renomowanych
pismach z dziedziny. Publikacje te zawieraja wyniki prezentowane w pracy doktorskie;j.
Miatem réwniez okazje kilkakrotnie stucha¢ wystapien doktoranta na miedzynarodowych
konferencjach naukowych. Zaréwno jego publikacje jak i wyglaszane referaty $wiadczg o
glebokiej wiedzy teoretycznej 1 solidnym warsztacie badawczym. Wnosz¢ o dopuszczenie
pana mgra Marka Millera do dalszego etapu przewodu doktorskiego.
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