
Recenzja pracy doktorskiej mgra Marka Millera

,,Matematyczne metody algebr operator6w w analizie kryterium splqtania
zloizony ch uklad6w kwantowych"

Praca doktorska mgra Marka Millera poSwigcona jest anahzie matematycznej wybranych
problem6w w teorii kwantowego spl4tania. W szczeg6lnoSci autor koncentruje sig na analizie
odwzorowaf dodatnich w algebrach operatorowych. Odwzorowania takie stanowi4
podstawowe narzgdzie do wykrywania i klasyfikacji kwantowych stan6w spl4tanych. Warto
podkreSlid, 2e teoria kwantowych stan6w splatanych jest w ostatnich dw6ch dekadach
intensyr,vnie rozwijana w zwiqzku z fundamentalnymi zastosowaniami w kwantowej teorii
informacji. Uwa2a sig powszechnie, ze kwantowe stany spl4tane stanowi4 podstawowy zasob
nowoczesnych technologii informatycznych bazuj4cych na prawach mechaniki kwantowej.
Bez w4tpienia praca mgra Millera wpisuje sig w aktualny nurt badan zar6wno w kraju jak i na
Swiecie.

Przedstawiona praca doktorska jest typowa pracE z fizyki matematycznej. CaLoS6, Nqcznie z

bibliografi4 Iicz4cq, 6l pozycji, zajmuje 69 stron. Nalezy podkreSlii, 2e praca jest napisana

bardzo starannie i czytaniejej bylo dla mnie dulqprzyjemnoSciq.

W czgsci I ,,Matematyczne metody analizy stan6w spl4tanych" autor na kilku stronach zbrera
podstawowe narzgdzia matematyczne u?ywane w dalszej czg1ci rozprary. Autor przypomina
definicjg algebry von Neumanna, Tloczyn tensorowy algebr von Neumanna, oraz liniowego
odwzorowania dodatniego na algebrach von Neumanna. Pewien niedosyt pozostawia fakt,2e
w przypadku odwzorowahrozl<Ladalnych autor rczygnuje z og6lnego podejScia i ogranicza sig

do algebr macierzowych. To samo dotyczy pojgcia odwzorowania ,,exposed", kt6re autor
tNumaczy jako ,,odwzorowanie wystaj4ce". Nie jestem pewien czy jest to udana pr6ba.

Czg56 II ,,Kryterium separowalnoSci stan6w kwantowych" za'wiera interesuj4cy wynik
(opublikowany M. Miller, R. Olkiewicz, Infinite Dimensional Analysis Quantum Probability
and Related Topics (2014)) bgd4cy uog6lnieniem znanego krlterium Peresa-Horodeckiego na
przypadek algebr von Neumanna i Cx-algebr. Uog6lnienie to, kt6re wydaje sig do56

naturalne, w istocie jest wysoce nietrywialne i wi4zg sig z iloczynem tensorowym algebr
operatorowych. W przypadku algebr von Neumanna autor pokazaN., 2e kryterium Peresa-

Horodeckiego mozna uog6lni6, jeSli dodatkowo zaNoZymy iniektywnoSi jednej z algebr. Z
kolei w przypadku C*-algebr autor uog6lnil kryterium Peresa-Horodeckiego zal<Nadajqc,2e
jedna z algebr jest algebr4 j4drow4. Wynik ten oceniam bardzo wysoko. Doktorant pokazaL,

2e posiada gruntown4 wiedzg teorctycznq w dziedzinie algebr operatorowych oraz bardzo
dobry w ar sztat badaw czy .

CzgS6 III ,,Odwzorowania dodatnie na algebrach macierzowych" zawiera bardzo ciekaw4
analizE struktury odwzorowaf dodatnich w algebrachM 2 orazM_]. Autor w pomyslowy
spos6b odtworzyl znany wynik Woronowiczam6wiqcy,2e wszystkie odwzorowania dodatnie
M 2 -> M_2 s4 rozldadalne. Pomysl polega na obserwacjr, 2e macierze dodatnie w M_2



tworzq stoZek Lorentza w R^4. Tym samym odwzorowania dodatnie odpowiadaj4
odwzorowaniom stozka w siebie, kt6re s4 dobrze znane w szczegolnej teorii wzglgdnoSci.
Podobn4 analizg dla stan6w 2-kubitowych przeprowadzlli Leinaas, Myrheim, Ovrum (PRA
2006) - wynik ten byl przedstawiony kilka lat temu przez Leinaasa na konferencji w Toruniu.

Kolejny bardzo ciekawy wynik doktoranta dotyczy odwzorowan bistochastycznych w M_3.
Autor wykorzystal rezultat uzyskany wczeSniej przez promotora pracy m6wi4cy, 2e
odwzorowanie bistochastyczne w M_n prowadzi do naturalnego rozkladu algebry M_n na
sumg prost4 dw6ch podprzestrzeni, z kt6rych jedna jest algebr4 Jordana. W przypadku
algebry M_3 jej podalgebry Jordana s4 dobrze znane. Doktorant pokazal, ze ekstremalne
odwzorowanie bistochastyczne mole prowadziljedynie do trzech charakterystycznych algebr
Jordana (Twierdzenie 3.9). Odwzorowania zwiqzane z dwiema algebrami byly juz znane w
hteraturze. Istotnym wkladem doktoranta jest konstrukcja odwzorowania odpowiadajqcego
trzeciej dopuszczalnej algebrze. Doktorant pokazaN, 2e odwzorowanie to jest nie tylko
ekstremalne ale r6wniez ,,exposed" (wystaj4ce). Dodatkowo podat r6wniez stan kwantowy
dw6ch kutrit6w wykrywany przez odpowiedniego Swiadka spl4tania. Wynik ten zostal
r6wnie2 opublikowany (OSID 2015). Co ciekawe zostal uog6lniony w pracy Rutkowski i inni
(OSID 2015) oraz ostatnio przez Marciniaka (wyklad na konferencji w Korei - luty 2016).

Prucajest napisanabardzo starannie i znalazlemjedynie kilka drobnych potknig6: na str. 18
autor uZywa pojgcia ,,net operator6w" co wywoluje pewne zdziwienie wrdzEc wczesniej
zapal doktoranta do tlumaczenia terminu ,,exposed". Na str. 41 jest blgdna definicja normy
Sladowej: powinno by6 jlYll_l : TrlYl, a na str. 44 autor pomylil iloczyn tensorowy z
iloczynem skalarnym,

Autor kilkakrotnie powoluje sig na tzw. izomorfrzm Choi-Jamiolkowskiego. W Twierdzeniu
l.l3 na str. 16 autor blgdnie u?ywa E*_{rj}. Odwzorowanie, kt6re spelnia (1.7) nie jest
kompletnie dodatnie ale kompletnie ko-dodatnie. Podobny bl4d jest we wzorze (3.58). Autor
nie cytuje precyzyjnie wyniku uzyskanego przez Jamiolkowskiego i Choi: Jamiotkowski
pokazal, 2e we wzorze (3.58) S jest dodatnie wtedy i tylko wtedy gdy W jest dodatni na
wektorach produktowych. W tym przypadku nie jest istotne czy u|yjemy sprzghenia czy teL
nie! W istocie wynik ten jest uzupelnieniem wczesniejszej pracy de Pillisa ,,Linear
transformations which preserve hermitian and positive semidefinite operators" Pac. J. Math.
23 129 (1967). De Pillis pokazal, ze jesli W jest operatorem dodatnim, to S jest
odwzorowaniem dodatnim. Praca de Pillisa jest r6wnie2 punktem wyjScia dla wynik6w Choi.
Detaliczna dyskusja tego zagadnienia znajduje sig w pracach przegl4dowych

o O. Giihne, and G. T6th, ,,Entanglement detection" Phys. Rep, 474I (2009)
o D. ChruSciriski and G. Sarbicki, :Entanglement witnesses; construction, analysis and

classification" J. Phys. A : Math. Theor. 47, 48300L (2014)

Wprowadzaj4c termin ,,Swiadek spl4tania" na str. 7 autor cytuje pracA t6], Warto
przypomnie1,2e termin ten zostal zaproponowany przez Terhal w pracy

o B.M. Terhal, ,,Bell inequalities and separability criterion" Phys. Lett. A 271 319
(2000)

Autor pomin4l r6wniez wklad innych autor6w zajmuj4cych sig uog6lnieniem wynik6w teorii
spl4tania na przypadek nieskoriczenie wymiarowy - prace Majewskiego, Belavkina oraz
Ohya.



Ocena korhcowa: Pracg doktorsk4 mgra Marka Millera, mimo kilku uwag krylycznych,
oceniam bardzo wysoko. IJwaZam, 2e spelnia ustawowe i zvrryczajowe wymogi stawiane

pracom doktorskim. Doktorant postawil szereg ambitnych problem6w i uzyskal batdzo

"i"ku*" 
rezultaty. Doktorant jest wspolautorem cfierech publikacji w renomowanych

pismach z dziedziny. Publikacje te zawieraj4 wyniki prezentowane w pracy doktorskiej.

Miul.- r6wniez okazjg kilkakrotnie sluchai wyst4pief doktoranta na miEd4marodowych

konferencjach naukowych. Zar6wno jego publikacje jak i wyglaszane referaty 6wiadcz4 o

glgbokiej wrcdzy teoretycznej i solidnym warsztacie badawczym. WnoszE o dopuszczenie

pana mgra Marka Millera do dalszego etapu przewodu doktorskiego.
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