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Recenzja:
Rozprawy doktorski,ej mgr Marka Millera.

Przedstawiona mi do recenzji rozprar,rva "Matematyczne rnetody algebr operator6w
w analizi,e leryteri,um splqtania zlo2onych uklad6w kwantowych" Pana mgr. Marka
Millera dotyczy charakteryzacji pewnej rodziny stan6w kwantowych, zwanych sta-
nami splqtanymi oraz dodatkowo analizy odwzorowaf dodatnich okre6lonych na
niskowymiarowych algebrach macierzowych. Innymi slowy, czg66 pierwsza dotyczy
pigknej charakteryzacji wybranej rodziny stan6w kwantowych, podczas gdy czg66,

druga, nawiasem m6wi4c dobrze umotywowana wynikami czg6ci pierwszej, dotyczy
pewnych "toy" modeli intensywnie uZywanych w informatyce kwantowej.

Rozprawa sklada sig z wstgpu, trzech rozdzial6w, kr6tkiego podsumowanra oraz
bibliografii licz1cej 61 pozycji. Calo56 liczy 69 stron.

Wstgp, 5-cio stronicowy wprowadza w problematykg rozprawy. Jest napisany
dobrze w wyjatkiem:

1. Skoro autor ma ambicje zaczyna1, od algebr operatorowych to opisuj4c tzw
kryterium Peresa-Horodeckich nie wiadomo dlaczego pomin4l wyklad Choi z AMS
Summer Institute 1980, Kingston; opublikowany w Proceedings of Symposia in Pure
Mathematics, vol. 38 (1982) Part 2; M-D. Choi, Posi,tiue li,near nlapsr strony 583-
590; w szczeg6lno(:ci na stronach 584-585 jest naszkicowany problem bgd4cy tematem
rozDTawY.



2. My6lg, zelepsz1 referencj4 do lokalnych algebr obserwabli w kwantowej teorii
pola, niz podana w rozprawie, jest ksi1zka R. Haaga "Local Quantum Physi,cs; Fields,
Part'icles, Algebras", Springer, drugie wydanie 1996.

3. Na str. 8; brak precyzyjnego rozgraniczenia pomigdzy pojgciem stopni swobody
ukladu a wymiarem przestrzeni Hilberta opisuj4cej rozwazany uklad.

4, Str 9; ad. 'Jedynym zrrarrym warunkiem separowalno6ci"; sq inne tego typu
warunki, patrz W.A.M.: Lett. Math. Phys. vol 67, 725-132 (200Q; J. Phys. A Math.
Gen vol. 35, 123-134 (2002); Quantum correlations; quantum probabili,ty approach,
arXiv: 7407.4754, patrz Twierdzenie 8.5 oraz Twierdzenie 9.7.

Rozdzial pierwszy. Jest to dobrze napisane wprowadzenie do uiywanego aparatu
matematycznego. Moje gl6wne uwagi to :

1. str 14. ad. "egzotycznych faktor6w typu III"; My6lg, ze od lat 70-tych, fizyk
tak nie moZe pisa6. Wspomniana ksi4Zka Haaga pokazuje, migdzy innymi, 2e te
faktory to gl6wna struktura do opisu duzych (o nieskohczonej iloSci stopni swobody)
uklad6w kwantowych. A wigc faktory typu III nie mog4 by(, "egzotyczne" dlafrzyka.

2. Opis iloczynu tensorowego dla algebr von Neumanna jest nie6cisty. Tir tei
nie ma jedynej normy. Wystarczy por6wna6 uwaznie paragrafy 4.L i 4.5 z lzywanej
ksiqiki Takesakiego a nastgpnie uwaznie popatrzl na normg wprowadzon1 przez
Effros-Ruana. Pigknym przykladem ilustruj4cym ten problem jest praca G. Pisier,
Remarks on B(H)8B(H), Proc.Indian. Acad. Sci. (Math. Sci.) vol. 116 (2006) str
423-428; Algebra B(H), gdy dimH jest nieskoficzony nie jest algebra nuklearn4! Na
szcze1cie, wyniki baztj4 na rezultatach i opisie podanym przezEffros-Ruan.

3. ad formula 1.6. Dobrze by bylo wspomnie6, 2e jest to wniosek z twierdzenia
Stinespringa.

4. str 17. ad Twierdzenie Kreina-Milmana. Raczej powinno by6 Twierdzenie Ca-
ratheodory'iego, patrz G. Choquet, Lectures on Analysi,s, vol. 2; str 106. Twierdzenie
Kreina-Milmana jest silnym uog6lonieniem tego ostatniego i w szczeg6lno6ci nie ma
mowy w nim o ilo6ci punkt6w ekstremalnych.

5. str 17. Moim zdaniem "wystaj4cy" to niezrgczne spolszczenie terminu "expo-
sed" - polecam ksiqZkg J.P Hiriart-Urruty, C. Lemar6chal, Fundamentals of conuer
analysi,s opisuj4c4 intuicje do tych poje6; w szczeg6lno6ci "exposed" punkt to 0 wy-
miarowa eksponowana Sciana. Przy czym po co spolszcza(, punkt eksponowany, gdy
w nastgpnym rozdziale na r6zne sposoby tzywa sig "net" ! A tu polska matematyka
ma jakie pigkne tradycje i ustalonq terminologig.

Rozdzial drugi: Zawiera on gl6wny wynik rozprawy - Twierdzenie 2.3 i jego
C*-algebraiczn4 wersjg Twierdzenie 2.L4. S4 to pigkne twierdzenia i dotycz4 one
uklad6w, kt6re zawteraj4 w swym opisie kwantyzacjg! Jest to cecha niestety do66
rzadko spotykana w wsp6tczesnej literatuze dotycz4cej analizy stan6w kwantowych.
Dlatego omawiajqc tg cze\(, rozprawy, nie moZna nie podkre6lii pigkna uZytego for-
malizmu.

Dow6d Twierdzenia2.3, do66. dlugi i podzielony jest na sze66 czg(:cl Opiera sig on
na analizie struktury stoZka Cf i jego "duali". Dow6d Twierdzenta2.T4wykorzystuje
relacje pomigdzy C*-algebr4 a algebr4 von Neumanna zwi4zan1 z drug4 dualE do
C*-algebry. Moje gl6wne uwagi to:

1. Ad. pierwsze zdanie po dowodzie lematu 2.4. Jak autor rozr6znta dodatnie CB



odwzorowanie od CP?
2. Krok 4-ty. Dow6d ma byi dla skofczonych a opiera sig na wlasnodciach o-

skorlczonych (skofrczona jest sum? prostq o-skoriczonych). Przeto dow6d jest nieja-
sny. Takesaki na stronie 178 rozwaza semidyskretne algebry i produkuje je przy po-
mocy a-skofczonych rzut6w.W szczeg6lno6ci, jest tam tzyty trick bazuj4cy na teorii
Tomita-Takesaki do czego potrzebny jest wierny stan. a-skoitczonoi(, to gwarantuje.
lnaczei trzeba by bylo uzywa(, wag i bardziej subtelnych argument6w. Oczywi6cie,
jak ju2 powiedziano, algebra skoriczona jest sum4 algebr o-skoriczonych.

Dodajmy na koniec tej uwagi, zenazywanie rzutu odwzorowaniem projektywnym
po prostu razi.

3. W wprowadzeniu do Twierdzenia 2.I4 s4 bardzo nieprecyzyjne rozwazania
dotyczyce iloczynu projektywnego w sensie przestrzeni operatorowych dla duali C*-
algebr. Mianowicie, cho6 C*-algebra jest oczywi6cie przestrzeni4 operatorowq to celu
zdefiniowania "dual operator space" (w sensie Effros-Ruan) wymaga sig aby wyj6cio-
wa "operator space" byla slabo domknigta (a to by wracalo do l4l*-algebr; patrz
Proposition 3.2.4 i dyskusjg poprzedzajqcq twierdzenie 7.2.3 w cytowanej ksiqzce
Effros-Ruan). A wigc ten problem nie zostal opisany.

Rozdzial trzeci sklada sig z trzech czgici. Jest on jak juZ powiedziano umotywo-
wany wynikami poprzedniego rozdzial-u. Ograniczenie do niskowymiarowych algebr
macierzowych ma sens poniewaz od czasr wsponianego na pocz4tku artykulu Choi,
problem efektywnej charakteryzacji odwzorowarl dodatnich nie zostal w pelni roz-
wi4zany. Pierwsza czgS(,lo bardzo zgrabny opis odwzorowaf dodatnich na algebrze
macierzy 2 na 2. CzgS;ci druga i trzecia dotyczy odwzorowari bistochastycznych na
algebrze macierzy 3 na 3. MoZna na to pafuze(, jako na rozwinigcie i odpowiedZ na
pytania z artykulu S.L. Tregub, "Bistochastic operators on finite-dimensional von
Neumann algebras", Izv. Vyssh. Uchebn. zavied. Mat. 3 (1986), 75-77 (szkoda, ze
nie jest on cytowany). Podana analizajest bardzo ladna - pisz4cego t4 recenzje milo
ujglo poloienie nacisku na pojawiaj4ce sie struktury algebr Jordana. Mo2na podej-
rzewa6,, pamigtajqc dlaczego w latach 70-tych uwazano, ze odwzorowania rozkladalne
powinny wyczerpywa(. zbi6r odwzorowari dodatnich, 2e wla6nie te struktury musze
odgrywa6 kluczow4 rolg w og6lnej charakteryzacji.

PoniewaZ recenzja nie jest erratq to drobne uwagi pomijalem. Ale jednej pomin46
nie mogg: pomieszanie imienia z nazwiskiem dla Masamichi Takesakiego jest okropne
/ | ' fP/1 fP^1 rvHl\(parrz pozycJe [bc], [DoJ, Lb/]J.

Podsumowujqc, na podstawie przedstawionej mi do oceny rozprawy doktorskiej
Pana mgr Marka Millera stwierdzam, ze warunki stawiane rozprawom doktorskim
zostaly spelnione z nadwyzkq. Usterki zauwazone przy czytaniu rozprawy (szczeg6l-
nie w rozdziale S-cim), nie zmieniaj4 mojej pozytywnej opinii.

W konkluzji stawiam wniosek o dopuszczenie Pana mgr Marka Millera do dal-
szych etap6w przewodu doktorskiego; a w przypadku gdy obrona bgdzie przebiegala
wzorowo bgdg wnioskowai o jej wyr62nienie.


