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Recenzja:
Rozprawy doktorskiej mgr Marka Millera.

Przedstawiona mi do recenzji rozprawa “Matematyczne metody algebr operatoréw
w analizie kryterium splgtania zlozZonych ukladéw kwantowych” Pana mgr. Marka
Millera, dotyczy charakteryzacji pewnej rodziny stanéw kwantowych, zwanych sta-
nami splatanymi oraz dodatkowo analizy odwzorowar dodatnich okreslonych na
niskowymiarowych algebrach macierzowych. Innymi stowy, cze$é pierwsza dotyczy
pieknej charakteryzacji wybranej rodziny stanéw kwantowych, podczas gdy czedé
druga, nawiasem moéwiac dobrze umotywowana wynikami czeéci pierwszej, dotyczy
pewnych “toy” modeli intensywnie uzywanych w informatyce kwantowej.

Rozprawa sktada sie z wstepu, trzech rozdziatéw, krétkiego podsumowania oraz
bibliografii liczacej 61 pozycji. Caloéé liczy 69 stron.

Wstep, 5-cio stronicowy wprowadza w problematyke rozprawy. Jest napisany
dobrze w wyjatkiem:

1. Skoro autor ma ambicje zaczynaé od algebr operatorowych to opisujac tzw
kryterium Peresa-Horodeckich nie wiadomo dlaczego pominal wyktad Choi z AMS
Summer Institute 1980, Kingston; opublikowany w Proceedings of Symposia in Pure
Mathematics, vol. 38 (1982) Part 2; M-D. Choi, Positive linear maps, strony 583-
590; w szczegolnosci na stronach 584-585 jest naszkicowany problem bedgcy tematem
rOZprawy.



2. Myéle, ze lepsza referencjg do lokalnych algebr obserwabli w kwantowej teorii
pola, niz podana w rozprawie, jest ksiazka R. Haaga “Local Quantum Physics; Fields,
Particles, Algebras”, Springer, drugie wydanie 1996.

3. Na str. 8; brak precyzyjnego rozgraniczenia pomiedzy pojeciem stopni swobody
uktadu a wymiarem przestrzeni Hilberta opisujacej rozwazany uktad.

4. Str 9; ad. “jedynym znanym warunkiem separowalnosci”; sg inne tego typu
warunki, patrz W.A.M.: Lett. Math. Phys. vol 67, 125-132 (2004); J. Phys. A Math.
Gen vol. 35, 123-134 (2002); Quantum correlations; quantum probability approach,
arXiv: 1407.4754 | patrz Twierdzenie 8.5 oraz Twierdzenie 9.7.

Rozdzial pierwszy. Jest to dobrze napisane wprowadzenie do uzywanego aparatu
matematycznego. Moje gltéwne uwagi to :

1. str 14. ad. “egzotycznych faktoréw typu III”; Myéle, ze od lat 70-tych, fizyk
tak nie moze pisaé. Wspomniana ksigzka Haaga pokazuje, miedzy innymi, ze te
faktory to gtéwna struktura do opisu duzych (o nieskoficzonej ilosci stopni swobody)
uktadéw kwantowych. A wiec faktory typu III nie moga by¢ “egzotyczne” dla fizyka.

2. Opis iloczynu tensorowego dla algebr von Neumanna jest niecisty. Tu tez
nie ma jedynej normy. Wystarczy poréwnaé¢ uwaznie paragrafy 4.1 1 4.5 z uzywane;j
ksigzki Takesakiego a nastepnie uwaznie popatrzé na norme wprowadzona przez
Effros-Ruana. Pigknym przyktadem ilustrujacym ten problem jest praca G. Pisier,
Remarks on B(H)®B(H), Proc.Indian. Acad. Sci. (Math. Sci.) vol. 116 (2006) str
423-428; Algebra B(H), gdy dimH jest nieskoficzony nie jest algebra nuklearns! Na,
szczedcie, wyniki bazujg na rezultatach i opisie podanym przez Effros-Ruan.

3. ad formuta 1.6. Dobrze by bylo wspomnieé, ze jest to wniosek z twierdzenia
Stinespringa.

4. str 17. ad Twierdzenie Kreina-Milmana. Raczej powinno byé Twierdzenie Ca-
ratheodory’iego, patrz G. Choquet, Lectures on Analysis, vol. 2; str 106. Twierdzenie
Kreina-Milmana, jest silnym uogdlonieniem tego ostatniego i w szczegdlnoéci nie ma,
mowy w nim o ilosci punktéw ekstremalnych.

5. str 17. Moim zdaniem “wystajacy” to niezreczne spolszczenie terminu “expo-
sed” - polecam ksigzke J.P Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal, Fundamentals of convex
analysis opisujaca intuicje do tych pojeé; w szczegdlnosci “exposed” punkt to 0 wy-
miarowa eksponowana §ciana. Przy czym po co spolszczaé punkt eksponowany, gdy
w nastepnym rozdziale na rézne sposoby uzywa si¢ “net”! A tu polska matematyka,
ma jakze piekne tradycje i ustalong terminologie.

Rozdzial drugi: Zawiera on gltéwny wynik rozprawy - Twierdzenie 2.3 i jego
C*-algebraiczng wersje Twierdzenie 2.14. Sg to piekne twierdzenia i dotyczg one
ukladow, ktére zawieraja w swym opisie kwantyzacje! Jest to cecha niestety dogé
rzadko spotykana w wspoétczesnej literaturze dotyczacej analizy stanéw kwantowych.
Dlatego omawiajac te cze$é rozprawy, nie mozna nie podkredlié pigkna uzytego for-
malizmu.

Dowéd Twierdzenia 2.3, do§é dtugi i podzielony jest na szeéé czeéci. Opiera, sie on
na analizie struktury stozka Cfj i jego “duali”. Dow6d Twierdzenia 2.14 wykorzystuje
relacje pomiedzy C*-algebra a algebra von Neumanna zwigzang z drugg duala do
C*-algebry. Moje gléwne uwagi to:

1. Ad. pierwsze zdanie po dowodzie lematu 2.4. Jak autor rozréznia dodatnie CB



odwzorowanie od CP?

2. Krok 4-ty. Dowéd ma by¢ dla skoficzonych a opiera sie na wlasnodciach o-
skoriczonych (skonczona jest sumg prosta o-skoficzonych). Przeto dowdd jest nieja-
sny. Takesaki na stronie 178 rozwaza semidyskretne algebry i produkuje je przy po-
mocy o-skoniczonych rzutéw. W szczegdlnosel, jest tam uzyty trick bazujacy na teorii
Tomita-Takesaki do czego potrzebny jest wierny stan. o-skoficzonoéé to gwarantuje.
Inaczej trzeba by bylo uzywaé wag i bardziej subtelnych argumentéw. Oczywiscie,
jak juz powiedziano, algebra skoficzona jest suma algebr o-skonczonych.

Dodajmy na koniec tej uwagi, ze nazywanie rzutu odwzorowaniem projektywnym
po prostu razi.

3. W wprowadzeniu do Twierdzenia 2.14 sa bardzo nieprecyzyjne rozwazania,
dotyczace iloczynu projektywnego w sensie przestrzeni operatorowych dla duali C*-
algebr. Mianowicie, choé¢ C*-algebra jest oczywidcie przestrzenig operatorows to celu
zdefiniowania “dual operator space” (w sensie Effros-Ruan) wymaga sie aby wyjécio-
wa, “operator space” byta stabo domknieta (a to by wracalo do W*-algebr; patrz
Proposition 3.2.4 i dyskusje poprzedzajaca twierdzenie 7.2.3 w cytowane]j ksigzce
Effros-Ruan). A wigc ten problem nie zostal opisany.

Rozdzial trzeci sklada si¢ z trzech czedei. Jest on jak juz powiedziano umotywo-
wany wynikami poprzedniego rozdziatu. Ograniczenie do niskowymiarowych algebr
macierzowych ma sens poniewaz od czasu wsponianego na poczatku artykutu Choi,
problem efektywnej charakteryzacji odwzorowan dodatnich nie zostat w petni roz-
wigzany. Pierwsza czgs¢ to bardzo zgrabny opis odwzorowan dodatnich na algebrze
macierzy 2 na 2. Czedci druga i trzecia dotycza odwzorowan bistochastycznych na
algebrze macierzy 3 na 3. Mozna na to patrzeé jako na rozwiniecie i odpowiedz na
pytania z artykutu S.L. Tregub, “Bistochastic operators on finite-dimensional von
Neumann algebras”, Izv. Vyssh. Uchebn. Zavied. Mat. 3 (1986), 75-77 (szkoda, ze
nie jest on cytowany). Podana analiza jest bardzo tadna - piszacego ta recenzje mito
ujeto polozenie nacisku na pojawiajace sie struktury algebr Jordana. Mozna podej-
rzewac, pamietajac dlaczego w latach 70-tych uwazano, ze odwzorowania rozkladalne
powinny wyczerpywaé zbiér odwzorowan dodatnich, ze wlagnie te struktury muszs
odgrywaé kluczows role w ogélnej charakteryzacji.

Poniewaz recenzja nie jest erratg to drobne uwagi pomijalem. Ale jednej pominaé
nie mogg: pomieszanie imienia z nazwiskiem dla Masamichi Takesakiego jest okropne
(patrz pozycje [55], [56], [57]).

Podsumowujac, na podstawie przedstawionej mi do oceny rozprawy doktorskiej
Pana mgr Marka Millera stwierdzam, ze warunki stawiane rozprawom doktorskim
zostaly spelnione z nadwyzks. Usterki zauwazone przy czytaniu rozprawy (szczegél-
nie w rozdziale 3-cim), nie zmieniajg mojej pozytywnej opinii.

W konkluzji stawiam wniosek o dopuszczenie Pana mgr Marka Millera do dal-
szych etapéw przewodu doktorskiego; a w przypadku gdy obrona bedzie przebiegata
wzorowo bede wnioskowal o jej wyréznienie.
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