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1 Wst¾ep

Dzi¾eki coraz lepszym instrumentom obserwacyjnym, otrzymujemy coraz dok÷ad-
niejszy obrazWszech́swiata. Na obraz ten sk÷adaj ¾a si¾e obserwacje mikrofalowego
promieniowania t÷a (promieniowania reliktowego) i jego �uktuacje, które s ¾a
odpowiedzialne za powstawanie galaktyk, s÷abe soczewkowanie grawitacyjne,
obserwacje serii � Lymana itd. Obserwacje odleg÷ych supernowych typu Ia
prowadz ¾a do wniosku, ·ze istnieje tak zwana ciemna energia, która jest odpowie-
dzialna za coraz szybsz ¾a obecn ¾a ekspansj¾e wszech́swiata. Tak wi¾ec Wszech́swiat
staje si¾e doskona÷ym laboratorium do testowania fundamentalnych teorii, które
nie mog ¾a býc testowane w ziemskich laboratoriach z powodu niedost¾epnósci
(obecnie) tak wysokich energii, które wyst¾epowa÷y w chwili wielkiego wybuchu.
Celem tej pracy jest zastosowanie teorii superstrun, a mówi ¾ac ścíslej - zasto-

sowanie D-branowych modeli do kosmologii. D-brana jest rozpatrywana jako
3-wymiarowa hiperpowierzchnia zanurzona w 10-wymiarow ¾a czasoprzestrzeń,
której geometria jest zadawana przez rozwi ¾azania superstrunowe a dok÷adniej
przez nisko-energetyczne przybli·zenie tej teorii. Jest to jedno z podej́śc do za-
gadnienia otrzymania fundamentalnej teorii, poniewa·z wnioski p÷yn ¾ace z ta-
kich modeli mog ¾a býc testowane eksperymentalnie np. w promieniowaniu relik-
towym.
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Model standardowy (MS) oraz ogólna teoria wzgl¾ednósci (OTW) doskonale
wyjásniaj ¾a fakty obserwacyjne w dwóch ró·znych skalach. MS opisuje kwan-
towy obraz świata w p÷askiej czasoprzestrzeni Minkowskiego natomiast OTW
znakomicie wyjásnia zjawiska grawitacyjne w skali kosmologicznej. Grawitacja
jest uto·zsamiana z geometri ¾a czasoprzestrzeni, która jest zadawana rozk÷adem
masy. OTW nie podlega kwantyzacji z powodu ultra�oletowych rozbie·znósci.
Tak wi¾ec wszystkie zjawiska, w których grawitacyjne efekty kwantowe nie mog ¾a
býc zaniedbywane, s ¾a poza zakresem stosowalnósci tych dwóch teorii. Efekty
te wyst¾epuj ¾a tylko w dwóch przypadkach: na pocz ¾atku Wszech́swiata oraz w
czarnych dziurach, b ¾ed ¾acych końcow ¾a faz ¾a istnienia gwiazd. Jak do tej pory
jedyn ¾a kandydatk ¾a na teori¾e, która by opisywa÷a kwantowe efekty grawitacyjne
na poziomie zaburzeniowym, jest teoria superstrun (TS) [1,2,3].
Teoria superstrun jest supersymetryczn ¾a kwantow ¾a teori ¾a jednowymiarowych

obiektów (strun), które zast¾epuj ¾a cz ¾astki punktowe. W niskoenergetycznym
przybli·zeniu stany wzbudzeniowe strun reprezentuj ¾a ró·zne rodzaje cz ¾astek punk-
towych. Jak si¾e okazuje, jedynym parametrem teorii jest d÷ugóśc struny ls �p
�0; gdzie �0 jest nachyleniem Regge (Regge slope). Efekty strunowe pojawiaj ¾a

si¾e na skalach energii struny: 1=
p
�0.

Ci ¾ag÷a natura strun oraz supersymetria narzucaj ¾a silne warunki konsystencji
na teori¾e. Warunki te prowadz ¾a do pi¾eciu ró·znych (!) teorii z ró·zn ¾a liczb ¾a
czasoprzestrzennych supersymetrii (N) oraz ró·znymi grupami symetrii:

� Struna typu I (struna otwarta i niezorientowana struna zamkni¾eta z N = 1
susy z grup ¾a SO(32) )

� Struna typu IIA (N = 2 susy o ró·znych chiralnósciach)

� Struna typu IIB (N = 2 susy o tych samych chiralnósciach)

� Struna heterotyczna z grup ¾a SO(32) (N = 1 susy)

� Struna heterotyczna z grup ¾a E8 � E8 (N = 1 susy)

Warunek wynikaj ¾acy z zachowania symetrii konforemnej na powierzchni
świata superstruny dla wszystkich pi¾eciu teorii na poziomie kwantowym prowadzi
do 10-wymiarowej czasoprzestrzeni, w której te teorie s ¾a konsystentne. Jak
widác z powy·zszego, aby dostác realistyczny model nale·zy wybrác jedn ¾a z
tych teorii oraz w jej ramach przej́śc z 10-wymiarowej czasoprzestrzeni do 4-
wymiarowej czasoprzestrzeni (kompakty�kacja). Przed odkryciem dualnósci je-
dynym kryterium wyboru teorii superstrun by÷a fenomenologia, która prowadzi-
÷a do wyboru strun heterotycznych i typu I z powodu du·zych grup symetrii,
które w procesie kompakty�kacji dawa÷y bogate spektrum pól cechowania w
czterech wymiarach. Oprócz tego kryterium, nie istnia÷o ·zadne inne i ca÷a teoria
suprstrun stawa÷a si¾e problematyczna z podstawowego powodu: teoria funda-
mentalna powinna býc jedna. Jednak·ze obraz, który si¾e wy÷oni÷, prowadzi÷do
wniosku, ·ze ka·zda z tych pi¾eciu teorii mo·ze býc rozpatrywana jako fundamen-
talna! W bezmasowym spektrum ka·zdej teorii wyst¾epuje cz ¾astka identy�kowana
z grawitonem, wi¾ec dostaje si¾e pi¾éc zaburzeniowych teorii kwantowej grawitacji.
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Odkrycie dualnósci pozwoli÷o powi ¾azác wszystkie pi¾éc teorii w tak zwan ¾a
siéc dualnósci. Okaza÷o si¾e, ·ze wszystkie te 10-wymiarowe teorie superstruny, s ¾a
nisko-energetycznymi przybli·zeniami odpowiednio kompakty�kowanej 11-
wymiarowej M-teorii (np. [4-8]). W jedenastu wymiarach, istnieje równie·z teo-
ria supergrawitacji, która jest niskoenergetycznym przybli·zeniem M-teorii.
Maj ¾ac tak powi ¾azane pi¾éc teorii superstrunowych mo·zna rozpatrywác 4-

wymiarowe teorie otrzymywane przez redukcj¾e wymiarow ¾a (kompakty�kacja
Kaluzy-Kleina) jednej z pi¾eciu teorii superstrun, wierz ¾ac ·ze otrzymana �zyka
jest niezale·zna od wyboru którejkolwiek z nich z powodu istnienia dualnósci.
Struktura 4-wymiarowej teorii jest bardzo czu÷a na wybór 6-wymiarowej roz-
maitósci, której wymiary s ¾a kompakty�kowane. Supersymetria narzuca warunki
na dopuszczalne 6-wymiarowe rozmaitósci, które podlegaj ¾a kompakty�kacji.
S ¾a to rozmaitósci Calabi-Yau (CY), które s ¾a zwartymi, zespolonymi, Käh-
lerowskimi rozmaitósciami z grup ¾a holonomii SU(3). Z warunków tych wynika,
·ze istnieje metryka, dla której tensor krzywizny Ricciego znika. Z fenomeno-
logicznego punktu widzenia niskoenergetyczne przybli·zenie powinno zawierác
w swoim spektrum pola cechowania, które generowa÷yby Model Standardowy
i by÷y wolne od bezmasowych, niena÷adowanych pól skalarnych powoduj ¾acych
odchylenia od 4-wymiarowej grawitacji. Jednak·ze w procesie kompakty�kacji,
pojawia si¾e ca÷e spektrum bezmasowych pól skalarnych w czterech wymiarach.
Pola te pochodz ¾a od parametrów (modu÷ów b ¾ad́z moduli), opisuj ¾acych kszta÷t
oraz rozmiary 6-wymiarowej rozmaitósci CY. Aby model by÷realistyczny, nale·zy
pola te ustabilizowác i znaléźc dla nich potencja÷w ramach teorii struny. Mini-
mum potencja÷u b¾edzie okréslác wartósci pól i w efektywnej 4-wymiarowej teorii
pola stan ¾a si¾e niedynamiczne. Z drugiej strony wiadomo, ·ze w supergrawita-
cyjnych teoriach taki potencja÷okrésla sposób ÷amania supersymetrii. Najlepiej
poznany sposób, generacji potencja÷u zale·znego od pól modu÷ów jest w teorii
struny Typu II. W ramach tej teorii, istniej ¾a trzy metody generacji potencja÷u
dla modu÷ów:

� poprzez strumienie pól t÷a (np. [9-13,38]),

� poprzez poprawki instantonowe (np. [17-18]),

� poprzez efekty kondensacji gaugino (np. [19-24]).

Pe÷na stabilizacja odbywa si¾e poprzez uwzgl¾ednienie wszystkich tych metod.
Jednak·ze, w niskoenergetycznym sformu÷owaniu teorii Typu II, nie istniej ¾a nie-
abelowe grupy cechowania, odpowiedzialne za pojawienie si¾e pól cechowania
w 4-wymiarowej efektywnej teorii pola. Dopiero odkrycie dualnósci, pozwoli÷o
wprowadzíc pola cechowania do teorii Typu II, poprzez uwzgl¾ednienie D-bran [2,
25-29], b ¾ed ¾acych nósnikami ÷adunków pól cechowania. Okaza÷o si¾e, ·ze kompakty-
�kacja 10-wymiarowej czasoprzestrzeni wype÷nionej D-branami oraz uwzgl¾ednie-
nie potencja÷ów dla modu÷ów, dostarcza wiele mo·zliwósci zarówno do budowania
modeli w teorii pola jak i w kosmologii [30-35]. Równie·z D-brany pojawiaj ¾a si¾e
jak niezb ¾edne stopnie swobody w dwu-wymiarowych supresymetrycznych kwan-
towych teoriach [36]. Zagadnienie otrzymania cztero-wymiarowego rozwi ¾azania
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de Sittera z teorii struny, zosta÷o wst¾epnie po raz pierwszy rozwi ¾azane przy
u·zyciu D-bran w [37]. By÷o to mo·zliwe, dopiero gdy zosta÷a uwzgl¾edniona sta-
bilizacja modu÷ów [38-40]. Wyprowadzeniu in�acji z teorii struny póswi¾econo
wiele uwagi [41-60] w oparciu o ró·zne techniki i narz¾edzia badawcze.
W rozdziale 2 przedstawiam warunki jakie musz ¾a býc spe÷nione, aby za-

sz÷a in�acja na D3-branie z polem tachionowym. Taka brana jest równowa·zna
branie, na której nie jest spe÷niony warunek BPS (non-BPS brane), czyli nie
jest ona maksymalnie supersymetryczna. Tak ¾a bran¾e uwa·zam jako model 4-
wymiarowego wszech́swiata ze z÷aman ¾a supersymetri ¾a. Wynik, który otrzymuj¾e,
jest zwi ¾azany z in�acj ¾a w obj¾etósci-́swiata 3-brany. Rozdzia÷y 3 i 4 s ¾a póswi¾econe
zagadnieniom sta÷ej kosmologicznej na D3-branie, ekspansji jej obj¾etósci-́swiata
oraz kwantowej grawitacji opisywanej przez równanie Wheelera-de Witta. W
Rozdziale 5 rozpatruj¾e anizotropow ¾a ewolucj¾e D3-brany z zadan ¾a topologi ¾a oraz
w ustalonym tle. Równania opisuj ¾ace t ¾a ewolucj¾e to równania Friedmanna z
dwoma parametrami Hubble. Z warunku równósci tych parametrów (izotropowa
ewolucja) dostaj¾e wartósci parametrów (÷adunek oraz mas¾e na jednostk¾e obj¾e-
tósci) t÷a. W rozdziale 6 zajmuj¾e si¾e struktur ¾a przyczynow ¾a niskoenergetycznych
rozwi ¾azań struny. W niektórych rozwi ¾azaniach pojawiaj ¾a si¾e zamkni¾ete krzywe
czasowe (ZKC). Jednak·ze b¾ed ¾ac w re·zimie strunowym mo·zna wykonác trans-
formacje T-dualnósci. W wyniku tej operacji dostaje si¾e rozwi ¾azania bez ZKC.
Jednak·ze pojawiaj ¾a si¾e ograniczenia na pozosta÷e pola rozwi ¾azań.
Otrzymane tam przeze mnie wyniki mog ¾a modelowác niektóre z mo·zliwych

historii naszegoWszech́swiata. Rozdzia÷7 jest póswi¾econy mo·zliwym obserwacjom,
które pozwoli÷yby wery�kowác przewidywania otrzymywane z teorii strun, oraz
zawiera podsumowanie.

2 In�acja w teorii struny

In�acja zachodzi dla skali energii MI � 1015GeV , która jest mniejsza od 4-
wymiarowej skali Plancka MP = (8�G)

�1=2 ' 1018GeV o 3 rz¾edy wielkósci.
Wynika st ¾ad, ·ze kwantowe efekty grawitacji maj ¾a swój udzia÷i powinny býc
uwzgl¾ednione w ka·zdym modelu in�acyjnym. Obecnie jedyn ¾a teori ¾a, która
opisuje kwantow ¾a teori¾e grawitacji (na poziomie zaburzeniowym) jest teoria
strun. Teoria ta powinna prowadzíc do obserwowanych in�acyjnych efektów a
tym samym dawác mo·zliwóśc dóswiadczalnego sprawdzenia teorii strun.
Skale energii w in�acji, wyprowadzanej z teorii strun to: skala struny Ms,

skala kompakty�kacji ( skala Kaluzy - Kleina (KK)) Mc oraz skala in�acji MI .
4-wymiarowa skala Plancka MP jest zwi ¾azana ze skal ¾a kompakty�kacji oraz
skal ¾a struny: MP = g�1s Ms (Ms=Mc)

3
>> Ms; gdzie gs jest sta÷¾a sprz¾e·zenia

struny (jest to wartóśc oczekiwana pola dylatonu �). Nisko-energetyczne przy-
bli·zenie teorii strun przez supergrawitacyjne teorie w dziesi¾eciu lub jedenastu
wymiarach jest poprawne, gdy zachodzi nast¾epuj ¾acy zwi ¾azek mi¾edzy skalami
energii Mc << Ms. Przewidywania modelu in�acyjnego otrzymanego z teorii
strun zale·z ¾a od wartósci skali energii Hubbla HI , zde�niowanej w nast¾epuj ¾acy
sposób: HI = M2

I =MP . Skala ta pozwala na klasy�kacje mo·zliwych modeli i
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przewidywań, które z nich wynikaj ¾a. Je·zeliMs . HI , to in�acja jest zjawiskiem
czysto strunowym i jej opis zale·zy od wszystkich efektów strunowych. W takim
wypadku, w÷ásciwe zrozumienie procesu in�acji pozostawia wiele do ·zyczenia.
Nast¾epna mo·zliwóśc jest tak, ·ze: Mc << HI << Ms. Wtedy, in�acja jest
opisywana przez nisko-energetyczne przybli·zenia teorii strun razem ze wszys-
tkimi 10-wymiarowymi efektami . W przypadku gdy HI << Mc << Ms, to
in�acja jest zjawiskiem opisywanym przez 4-wymiarow ¾a efektywn ¾a teori¾e, otrzy-
man ¾a z kompakty�kacji nisko-energetycznego przybli·zenia teorii strun. Zale·zne
od czasu rozwi ¾azania tej 4-wymiarowej teorii daj ¾a przewidywania teorii in�acji.
W ostatnich dwóch przypadkach (Mc << Ms), przybli·zenie nisko-energetyczne

jest zadawane przez 10-wymiarowe teorie supergrawitacyjne. W tym wymi-
arze jest kilka takich teorii. Ka·zda z nich zawiera w sektorze bozonowym 10-
wymiarow ¾a metryk¾e gMN , dylaton � oraz antysymetryczne pole cechowania
BMN (pola pochodz ¾ace z sektora NS). W zale·znósci od rozpatrywanej teorii
pojawiaj ¾a si¾e nieabelowe potencja÷y cechowania AaM w 10 wymiarowym super-
multiplecie cechowania, gdzie indeks a odnosi si¾e do grupy cechowania. Z sek-
tora RR otrzymuje si¾e antysymetryczne pola CM1:::Mn rz¾edu n. Dodatkowymi
polami s ¾a pola opisuj ¾ace po÷o·zenia Dp-bran w dziesi¾eciu wymiarach: XM (�)
gdzie � =

�
�0; :::�p

�
. Warunki spójnósci narzucaj ¾a ograniczenia na wymiar p:

w supergrawitacji typu IIA p = 0; 2; 4; 6; 8; dla teorii typu IIB p = 1; 3; 5; 7; 9.
W heterotycznych teoriach nie wyst¾epuj ¾a Dp-brany. Jednak·ze we wszystkich
teoriach pojawia si¾e NS5-brana.
Kompakty�kacje do czterech wymiarów teorii typu IIB maj ¾a dwie wspólne

cechy [38, 39, 40]:

� s ¾a one b ¾ad́z N = 1 supersymetryczne w czterech wymiarach, albo ÷ami ¾a
t ¾a supersymetri¾e dla skali energii mniejszych ni·z Mc

� pojawia si¾e, przynajmniej jedno bezmasowe pole modu÷ów w czterech
wymiarach.

Wszystkie kompakty�kacje maj ¾a problem ze stabilizacj ¾a pól modu÷ów. Warunki
supersymetrii prowadz ¾a do tego, aby rozmaitóśc podlegaj ¾aca kompakty�kacji
by÷a rozmaitósci ¾a Calabi-Yau. Parametry (modu÷y), które okréslaj ¾a jej kszta÷t
i rozmiary, staj ¾a si¾e bezmasowymi polami skalarnymi w czterech wymiarach.
Pola te musz ¾a býc ustabilizowane, tzn. ich wartósci maj ¾a realizowác minimaln ¾a
wartóśc potencja÷u. Jak si¾e okazuje, najbardziej efektywn ¾a metod ¾a stabiliza-
cji jest wprowadzanie bran i strumieni [38]. Wprowadzenie bran, owijaj ¾acych
ró·zne cykle rozmaitósci Calabi-Yau, prowadzi do mody�kacji 10-wymiarowej
metryki. Fizycznym powodem tej mody�kacji jest grawitacyjne oddzia÷ywanie
bran. Same brany s ¾a źród÷ami pól, których strumienie przez topologicznie ni-
etrywialne cykle s ¾a skwantowane. Obecnóśc strumieni ma nast¾epuj ¾ace konsek-
wencje: mog ¾a one powodowác ÷amanie 4-wymiarowej supersymetrii oraz sta-
bilizowác niektóre z pól modu÷ów. Jak si¾e okazuje, w teorii IIB strumienie
stabilizuj ¾a modu÷y struktur zespolonych.
Bozonowe pola wyst¾epuj ¾ace w 4-wymiarowej supergrawitacji mo·zna podzielíc

na trzy kategorie: i) chiralny multiplet, którego sk÷adnikami s ¾a zespolone pola
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skalarne �i, ii) multiplety cechowania sk÷adaj ¾ace si¾e z potencja÷ów cechowania
Aa� oraz iii) multiplet grawitacyjny sk÷adaj ¾acy si¾e z bezmasowych pól Kaluzy-
Kleina powstaj ¾acych w wyniku kompakty�kacji 10-wymiarowej metryki. Poniewa·z
modu÷y s ¾a polami skalarnymi w czterech wymiarach, to nale·z ¾a one do chiralnego
multipletu i s ¾a reprezentowane przez pola zespolone.
Oddzia÷ywania mi¾edzy tymi polami s ¾a w zadawane (w niskich energiach)

przez trzy funkcje zale·zne od pól skalarnych �i z chiralnego multipletu:
i) holomor�czny superpotencja÷W (�),
ii) holomor�czn ¾a funkcj¾e sprz¾e·zeń cechowania fab (�),
iii) potencja÷Kählera K

�
�; �

�
na przestrzeni pól skalarnych.

Kinetyczne wyrazy dla potencja÷ów cechowania Aa� maj ¾a postác:

Lgp�g = �
1

4
(Re fab)F

a
��F

b�� ; (2.1)

gdzie g = det (g��) oraz F a�� = @�A
a
� � @�A

a
� � [A�; A� ]

a. Lagran·zian dla pól
skalarnych jest dane przez:

Lsp�g = �Gij@
��i@��

j � V
�
�; �

�
; (2.2)

gdzieGij = @2K=
�
@�i@�j

�
jest metryk ¾a Kählera dla potencja÷uK, oraz skalarny

potencja÷sk÷ada si¾e z dwóch cz¾ésci VD oraz VF :

V = VD + VF : (2.3)

Potencja÷VD wyst¾epuje tylko wtedy, gdy istnieje nisko-energetyczny multiplet
cechowania, sprz¾e·zony z polami skalarnymi:

VD =
1

2
fabDaDb; (2.4)

gdzie fab jest elementem macierzy: (fab) = (Re fab)
�1 oraz:

Da = @iK�a�
i (2.5)

�a�
i oznacza in�nitezymaln ¾a transformacj¾e cechowania pola �i. Potencja÷VF

ma postác:

VF = eK=M
2
P

�
GijDiWDjW � 3

M2
P

jW j2
�
; (2.6)

a wielkóśc DiW oznacza pochodn ¾a kowariantn ¾a superpotencja÷u W :

DiW = @iW +
1

M2
P

W@iK: (2.7)

Tak wi¾ec minimum potencja÷u (2.3) da wartósci ustabilizowanych pól modu-
÷ów w 4 wymiarach. W ogólnym przypadku nale·zy znaléźc superpotencja÷W ,
funkcje fab oraz potencja÷K.
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Z punktu widzenia 10-wymiarowej teorii, wyznaczanie powy·zszych wielkósci
sprowadza si¾e do redukcji wymiarowej w sensie Kaluzy-Kleina (KK), jednej z
supergrawitacyjnych teorii. Je·zeli taka procedura prowadzi do stabilizacji modu-
÷ów, to mo·zna si¾e zaj ¾ác problemem zanurzenia in�acji w teorii superstruny. Pier-
wszy z mniej wi¾ecej realistycznych scenariuszy takiego wyprowadzenia in�acji z
teorii struny zosta÷przeprowadzony w [54].

2.1 Modele in�acji pochodz ¾ace z teorii struny

A·zeby otrzymác jakikolwiek model in�acji, nale·zy zidenty�kowác pole (lub pola),
które mo·zna b¾edzie uwa·zác za in�anton, znaléźc odpowiedni potencja÷a nast¾ep-
nie okréslíc warunki prowadz ¾ace do in�acji. W przypadku, w którym zak÷ada
si¾e z góry, ·ze in�anton jest zadany jednym polem z potencja÷em V , to warunki
prowadz ¾ace do in�acji s ¾a okréslone przez parametry " i �:

" =
1

2

�
mPV

0

V

�2
; (2.8)

� =
m2
PV

00

V
; (2.9)

gdzie mP to masa Plancka a prim oznacza pochodn ¾a po polu. In�acja zachodzi
gdy " << 1 oraz j�j << 1. Warunki te s ¾a znane pod nazw ¾a powolnego staczania
(slow-roll). In�anton powoli stacza si¾e po powierzchni potencja÷u w kierunku
najmniejszej energii.
W teorii strun pola mog ¾ace odpowiadác za in�acj¾e, s ¾a identy�kowane z

polami modu÷ów pojawiaj ¾acymi si¾e w efektywnej 4-wymiarowej teorii. Je·zeli
wszystkie pola modu÷ów s ¾a ustabilizowane oprócz jednego, które uto·zsamiamy
z polem in�antonu, to powstaje pytanie czy istniej ¾a rejony zmiennósci tego pola,
w których s ¾a spe÷nione warunki powolnego staczania. Okazuje si¾e, ·ze in�acja
dla jednego modu÷u nie jest mo·zliwa. Jednak·ze, dla dwóch zespolonych nieusta-
bilizowanych pól modu÷ów in�acja staje si¾e mo·zliwa [40]. Potencja÷, który si¾e
otrzymuje, to tak zwany "racetrack potential". Otrzymany on jest z superpo-
tencja÷u W , który w tym przypadku ma postác:

W =W0 +Ae
�a�1 +Be�b�2 ; (2.10)

gdzie �1 i �2 s ¾a zespolonymi modu÷ami struktury Kählerowskiej dla rozmaitósci
Calabi-Yau P4[1;1;1;6;9]:

�a = xa + iya: (2.11)

In�acja w tym modelu, wyst¾epuje dla szczególnych wartósci parametrów super-
potencja÷u i jest bardzo czu÷a na zmiany tych parametrów.
Inny model 4-wymiarowej in�acji jest otrzymywany ze wzgl¾ednego ruchu

bran. In�anton w tym modelu jest uto·zsamiany ze wzgl¾edn ¾a odleg÷ósci ¾a brany
i anty-brany [31, 32]. Dynamika takiego uk÷adu jest opisywana przez ró·zne
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si÷y dzia÷aj ¾ace mi¾edzy branami i jest zadana odpowiednim efektywnym potenc-
ja÷em. Dla uk÷adu równoleg÷ych D3-brany i anty-D3-brany znajduj ¾acych si¾e w
odleg÷ósci r >> M�1

s efektywny potencja÷ma postác:

Veff (r) = 2T3

�
1� 1

16�2T3r4

�
; (2.12)

gdzie T3 jest napr¾e·zeniem D3-brany. Warunki powolnego staczania in�antonu r
w tym modelu prowadz ¾a do oszacowania skali kompakty�kacji Mc :

Mc = (Vc)
�1=6 ' 1012GeV; (2.13)

gdzie Vc jest obj¾etósci ¾a przestrzeni skompakty�kowanej. Wzajemne przyci ¾a-
ganie bran powoduje zmniejszanie odleg÷ósci r; wi¾ec powy·zszy efektywny po-
tencja÷przestaje býc prawdziwy dla odleg÷ósci nie spe÷niaj ¾acych warunku r >>
M�1
s . W uk÷adzie pojawia si¾e tachion gdy r ' ls (ls = M�1

s jest fundamen-
taln ¾a d÷ugósci ¾a struny) i zostaje utracona stabilnóśc jeszcze przed anihilacj ¾a
bran. Przypadki przecinaj ¾acych si¾e bran o ró·znych wymiarach prowadz ¾acych
do in�acji zosta÷y rozpatrywane w szeregu ró·znych prac [43-56]. Wszystkie te
modele przypominaj ¾a model in�acji hybrydowej, w której warunki in�acji s ¾a
naruszone dla pewnej wartósci in�antonu i tym samym kończ ¾a epok¾e in�acji,
kiedy pole in�antonu przekroczy pewn ¾a wartóśc krytyczn ¾a. W tych modelach
wartósci krytyczne le·z ¾a poni·zej ls; gdzie warunki powolnego staczania s ¾a naru-
szone i tym samym in�acja jest zakończona. Aby przewidywania powy·zszych
modeli by÷y spójne, nale·zy uwzgl¾edníc problem stabilizacji modu÷ów, o którym
wspomnia÷em powy·zej.
Przy za÷o·zeniu, ·ze modu÷y s ¾a ustabilizowane z wyj ¾atkiem jednego (in�an-

tonu) r; wprowadzenie dodatkowej D3-brany do uk÷adu powoduje zmian¾e Käh-
lerowskiego potencja÷u oraz superpotencja÷u W . Potencja÷Kählera ma postác:

K = �3 ln
�
r4 � �k (y; y)

�
; (2.14)

gdzie k (y; y) jest potencja÷em Kählera dla metryki rozmaitósci Calabi-Yau w
punkcie, w którym znajduje si¾e D3-brana. W [54] zosta÷u·zyty powy·zszy po-
tencja÷do znalezienia modelu in�acyjnego.
Innym modelem opisuj ¾acym in�acj¾e jest model zwi ¾azany z dzia÷aniem dla

D-brany w postaci Diraca-Borna-Infelda (DBI) [58-60]. W modelu tym warunki
okréslaj ¾ace powolne staczania musz ¾a býc zmienione z powody du·zych pr¾ed-
kósci D-brany w okréslonej geometrii Calabi-Yau. Takie uogólnione warunki s ¾a
wyprowadzone z warunku sta÷ósci parametru Hubbla H w okresie in�acji [61].
Okréslenie warunków in�acji z dzia÷aniem DBI dla D-brany w przypadku wys-
t¾epowania pola tachionowego zosta÷o podane przeze mnie w [62] w przypadku
gdy N Dk-bran owija si¾e wokó÷(8-k)-wymiarowej rozmaitósci Y z metryk ¾a gmn.
Metryka t÷a GMN , dylaton � oraz pole eA(k+1) dla takiego uk÷adu maj ¾a postác:

GMNdX
MdXN = ����dX

�dX� + ��1
�
dr2 + gmndX

mdXn
�
; (2.15)

8



e�� = �(3�k)=2; (2.16)eA(k+1) = �2dt ^ dX1 ^ ::: ^ dXk; (2.17)

gdzie � = [Hk (r)]
�1=2 i Hk (r) jest funkcj ¾a harmoniczn ¾a.

W [62] rozpatrujemy Dp-bran¾e, która nie jest maksymalnie supersymetryczna
(nie spe÷nia warunków BPS (non-BPS)) oraz wymiar p spe÷nia warunek p < k.
Brana ta jest zanurzona w geometri¾e opisan ¾a powy·zej. Dzia÷anie dla niej ma
postác [63]:

S = �Tp
Z
dp+1�ev (T ) e��q�det(
�� + 2��0F�� +B�� + @�T@�T )

+Tp

Z ev (T ) dT ^X� eA(k+1); (2.18)

gdzie T jest polem tachionowym z potencja÷em ev.
Dla nast¾epuj ¾acego pola zanurzenia:

XM
�
t; �1; :::; �p

�
=
�
t; �1; :::; �p; r

�
t; �1; :::; �p

�
; �1; :::; �8�p

�
; (2.19)

dzia÷anie (dla F = B = 0) przyjmuje postác:

S = �Tp
Z
dp+1�ev (T ) e��q�det(���� + ��1@�r@�r + @�T@�T )

+Tp

Z ev (T ) dT ^X� eA(k+1) (2.20)

a metryka 
�� ma form¾e:


�� = ���� + �
�1@�r@�r: (2.21)

Pierwszy wyraz po lewej stronie w (2.20) mo·zna przepisác jako:

S = �
Z
dp+1�v (T )�(4+p�k)=2

p
det(I + ��1S); (2.22)

gdzie macierz S ma sk÷adowe:

S�� = ��2@�r@�r + �
�1@�T@�T (2.22a)

oraz v (T ) = Tpev (T ). Ograniczamy si¾e do przypadku, gdy pole tachionu T i
pole r zale·z ¾a tylko od czasu t: Wi¾ec dzia÷anie przyjmuj¾e postác:

S[r; T ] = �
Z
dp+1�v (T )�(4+p�k)=2

q
1� ��2 �r

2
� ��1

�
T
2

+Tp

Z
v (T ) dT^X� eA(k+1):

(2.23)
Powy·zsze dzia÷anie jest poprawne dla odleg÷ósci r wi¾ekszych ni·z fundamen-

talna d÷ugóśc struny ls pomi¾edzy Dp-bran ¾a i k-branami tworz ¾acymi t÷o. Dzia-
÷anie to jest sprz¾egni¾ete z grawitacj ¾a w obj¾etósci świata Dp-brany oraz wymiar p
jest równy 3. Efektywne dzia÷anie dla rozpatrywanego uk÷adu jest nast¾epuj ¾ace:

Seff =

Z
d4x

m2
P

2

p
�
R+ S[r; T ]; (2.24)
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gdzie 4-wymiarowa masa Plancka mP jest równa (8�G)�1=2 natomiast skalar
krzywizny R jest otrzymywany z metryki (2.21). W przypadku, gdy r jest
jednorodne i zale·zy tylko od czasu t oraz metryka w obj¾etósci świata ma form¾e:

ds2 = ��dt2 + ��mndxmdxn; (2.25)

to Lagran·zian L dla pól r i T jest otrzymany z (2.23) i jest równy: L =

v (T ) e��

r
1�

�
T
2

=� gdzie � = �� 3
2 ln��

1
2 ln� oraz:

� = � (r)�
�
r
2

� (r)
: (2.26)

Tensor energii-p ¾edu dla takiego uk÷adu jest postaci:

T00 =
�ve��r
1�

�
T
2

=�

; (2.27)

Tmn = ��v (T ) e��
�
1�

�
T
2

=�

�1=2
�mn: (2.28)

Równania pola R�� � 1
2
��R = 8�GT�� s ¾a nast¾epuj ¾ace:

H2 +
1

2

�
�

�
H
� �
a2
� 1
�
= 8�G

�ve��

3

r
1�

�
T
2

=�

; (2.29)

2

��
a

a
+H2 �

�
�

�
H = 8�G�ve��

�
1�

�
T
2

=�

�1=2
; (2.30)

gdzie a2 = � i parametr Hubble H jest równy H =
�
a=a. Równanie ruchu dla T

jest postaci:

��
T

1�
�
T
2

=�

+ (6� k)H
�
T +

v0

v
� � 1

2

�
T

1�
�
T
2

=�

�
�

�
= 0: (2.31)

Dla � = 1 pole � jest zwi ¾azane z � w nast¾epuj ¾acy sposób e�� = ��+1=2. Wi¾ec
równania (2.29) i (2.30) redukuj ¾a si¾e do formy (zauwa·zmy, ·ze e�� = a2�+1):

H2 = 8�G
va2�+1

3

q
1�

�
T
2
; (2.32)

��
a

a
= 8�G

va2�+1

3

q
1�

�
T
2

�
1� 3

�
T
2

=2

�
; (2.33)
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gdzie �+1=2 = (3� k) =2. Wi¾ez � = 1 mówi, ·ze metryka (2.25) jest przestrzen-
nie p÷aska z czynnikiem skali a2. Dla � = �1=2 (odpowiada to k = 3) i � = 1
otrzymujemy dobrze znane formy równań.
A·zeby dostác warunki na in�acj¾e w rozpatrywanym uk÷adzie, u·zywamy para-

metrów z pracy [61]. S ¾a one zde�niowane w nast¾epuj ¾acy sposób:

"i+1 =
d ln j"ij
dN

; (2.34)

gdzie "0 = H0=H orazH0 jest parametrem Hubble w pewnym wybranym okresie
czasu. Parametr Hubble jest funkcj ¾a liczby e-krotnych powi¾ekszeń (e-foldings)
N , która jest zadana przez zwi ¾azek: N =

R tend
tinit

Hdt . Parametry "i jako funkcje
czasu spe÷niaj ¾a równanie:

H"i"i+1 =
�
"i: (2.35)

U·zywaj ¾ac równań (2.31) i (2.32) oraz relacji dT=dN =
�
T=H otrzymujemy pier-

wsze dwa parametry "1 i "2 :

"1 = �
1

H

dH

dT

dT

dN
= � (� + 1=2) + (� + 2)

�
T
2

; (2.36)

"2 =
1

"1

d"1
dT

dT

dN
=

2 (� + 2)
�
T
��
T�

� (� + 1=2) + (� + 2)
�
T
2�
H

: (2.37)

Wi¾ec równanie (2.32) jako funkcja "1 jest postaci:

H2

r
1� 2

3
"1 =

8�G

3
p
3
va2�+1

p
2� + 4: (2.38)

Pochodna tego równania wzgl¾edem czasu t, daje nast¾epuj ¾ace wyra·zenie:

�2
p
(� + 2)e"1 �1� 2

3"1 +
1
6�"2

�
1� 2"1=3

=
v0

vH
; (2.39)

gdzie: e"1 = "1 + � + 1=2 oraz � = "1=e"1. Druga pochodna (2.38) jest równa:
(2"1 � �"2) +

"2
3

�
5"1 �

� (3� � 2)
2

"2 � �"3
�

2+

+4e"1�1� 2
3
"1 �

1

6
�"2

��
1� 2

3
"1 +

1

6
�"2

�

4 =

v00

(� + 2) vH2
; (2.40)

gdzie 
2 = (1� 2"1=3)�1 . Maj ¾ac równania (2.39) i (2.40) wyznaczamy para-
metry "1 i "2 z dok÷adnósci ¾a do pierwszego rz¾edu:

"1 =

�
3

2

�5=2
m2
Pl

(2 + �)
3=2
(1� 4�)

v02

v3
e� � 3

2

1 + 2�

1� 4� ; (2.41)
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�"2 = 3

r
3

2

m2
Pl

(2 + �)
3=2

�
4� �
1� 4�

v02

v3
� v00

v2

�
e� � 6(1 + �) (1 + 2�)

1� 4� ; (2.42)

gdzie e� = a�2��1. Z (2.42) otrzymujemy drugi parametr "2 wyra·zony przez
"1:

"2 =
4 (4� �)

3
"1�3s

v00

v2
+(1 + 2�)

�
2

3
(7� �) + 2 (1 + 2�)� 3sv

00=v2

2"1

�
; (2.43)

oraz s =
p
3=2m2

Pl (2 + �)
�3=2

e� . In�acja zachodzi, gdy 0 < "1 < 1. Liczba
N wyra·zona przez pole tachionu T i pole dylatonu � jest równa:

N =

Z Tend

T

H
�
T
dT = �

�
2

3

�3=2 (2 + �)3=2 �1 + 16� + 4�2�
2m2

Pl (1� 4�)

Z T

Tend

v2

v0
e��dT+

+
1

3

Z T

Tend

�
11� 2�
2 (1� 4�)

v0

v
� v00

v0

�
dT: (2.44)

Poniewa·z wymiar rozmaitósci Y jest równy 8�k (równania (2.15)-(2.17)), przy-
padek � = �1=2 odpowiada geometrii t÷a wytwarzanego przez D-brany owija-
j ¾ace 5� wymiarow ¾a rozmaitóśc. W tym przypadku parametry "1 i "2 staj ¾a si¾e
standardowymi parametrami rozpatrywanymi w in�acji tachionowej. Okres in-
�acji jest zakończony, gdy pola T i r przyjmuj ¾a wartósci, dla których zachodzi
zwi ¾azek "1 (Tend; rend) = 1. Wielkósci obserwowane: skalarny indeks spektralny
ns i tensorowy indeks spektralny nT s ¾a zwi ¾azane z wyprowadzonymi parame-
trami w nast¾epuj ¾acy sposób [64]:

ns = 1� 2"1 � "2 �
�
2"21 + 2C"1"2

�
; (2.45)

nT = �2"1 [1 + "1 + (1 + C) "2] ; (2.46)

gdzie sta÷a C = �2 + ln 2 + 
 ' �0:72 oraz 
 jest sta÷¾a Eulera.
Znaj ¾ac ewolucj¾e czasow ¾a pola tachionu T = T (t), wyznacz¾e potencja÷ta-

chionu v, gdy pole r i dylaton � s ¾a sta÷ymi polami, natomiast metryka jest 

jest izotropowa i jednorodna:

ds2 = �dt2 + a (t)2 dx2: (2.47)

W takim wypadku dzia÷anie efektywne (5.24) daje równania ruchu:

H2 =
1

3m2
Pl

Vq
1�

�
T
2
; (2.48)

gdzie V = v (T ) e��. Równanie ruchu dla T jest otrzymywane z (5.30) dla k = 3
i ma postác:

��
T

1�
�
T
2 + 3H

�
T +

V 0

V
= 0: (2.49)
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Z tych dwóch ostatnich równań otrzymujemy równanie na V jako funkcj¾e czasu:

�
V + g (t)V 3=2 + f (t)V = 0; (2.50)

gdzie:

g (t) =

p
3

mPl

�
T
2

�
1�

�
T
2�1=4 ; f (t) =

�
T
��
T

1�
�
T
2 :

Jest to równanie Bernoulliego, którego rozwi ¾azanie jest otrzymane przez nast¾epu-
j ¾ac ¾a zamian¾e zmiennych: u = V �1=2. Rozwi ¾azanie jest nast¾epuj ¾ace:

V (t) = 4e�
1
2

R
f(t)dt

�Z
g (t) e�

1
2

R t f(s)dsdt
��2

: (2.51)

Odpowiednie ca÷ki z funkcji f i g s ¾a równe:Z
f (t) dt = �1

2
ln

�
1�

�
T
2�
+ C;

Z
g (t) e�

1
2

R t f(s)dsdt =
p
3

mPl
e�C=2

Z �
T
2

dt:

W ten sposób otrzymujemy potencja÷jako funkcj¾e czasu:

V (t) =
4m2

Pl

3

q
1�

�
T
2

�R �
T
2

dt

�2 : (2.52)

Parametr Hubble H jest otrzymany z (2.48):

H =
2

3

�Z �
T
2

dt

��1
: (2.53)

W przypadku, kiedy
�
T jest zadane funkcj ¾a T :

�
T = h (T ) ;

to z równania (2.52) otrzymamy potencja÷V w nast¾epuj ¾acej formie:

V (T ) =
4m2

Pl

3

p
1� h2 (T )�R
h (T 0) dT 0

�2 : (2.54)

W [64] by÷o zrobione za÷o·zenie dla mo·zliwej formy pó́zno-czasowej ewolucji
tachionu w nast¾epuj ¾acej postaci:

�
T = tanh (bt) : (2.55)
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Potencja÷jako funkcja czasu jest otrzymany z (2.52) i ma postác:

V (t) =
�

cosh (bt)

"
1 +

p
3�

2bmPl
(bt� tanh (bt))

#�2
; (2.56)

z warunkiem pocz ¾atkowym: V (0) = �. Równanie (2.55) mo·zna zapisác jako:

�
T =

p
1� exp (�2bT ); (2.57)

poniewa·z T (t) = 1
b ln (cosh (bt)) jest rozwi ¾azaniem (2.55). Ostatecznie potencja÷

V jest równy:

V (T ) = �e�bT

" p
3�

2mPlb

�
�
p
1� exp (�2bT ) + ln

�
ebT +

p
e2bT � 1

��
+ 1

#�2
:

(2.58)
Maj ¾ac wiedz¾e o ewolucji tachionu mo·zemy znaléźc form¾e potencja÷u, korzy-

staj ¾ac z równania (2.52) b ¾ad́z z równania (2.54).

3 Światy D-branowe

Rozwi ¾azania pró·zniowe na poziomie klasycznym (pró·znie) teorii superstrun za-
wieraj ¾a Dp-brany. S ¾a to podrozmaitósci zanurzone w 10 - wymiarowej czaso-
przestrzeni, do których s ¾a przymocowane końce strun otwartych. Dopuszczalne
wymiary przestrzenne tych podrozmaitósci zale·z ¾a od rozpatrywanych typów
teorii superstruny. Dla typu IIA s ¾a to wymiary parzyste (p = 0; 2; 4; 6; 8) a
dla typu IIB nieparzyste (p = �1; 1; 3; 5; 7) gdzie p to wymiar przestrzenny
oraz p = �1 odpowiada instantonowi. Obiekty te zosta÷y odkryte poprzez T-
dualnósci. Jest to de�nicja czysto klasyczna bez uwzgl¾ednienia efektów kwan-
towych. Na takich obiektach mo·zna zlokalizowác pola Modelu Standardowego
(MS). Natomiast oddzia÷ywanie grawitacyjne propaguje si¾e w 10-wymiarowej
czasoprzestrzeni. W ten sposób otrzymujemy obiekt (uk÷ad N Dp-bran razem z
polami cechowania MS), który mo·ze býc modelem świata. Dzia÷anie dla uk÷adu
Dp-brany oraz grawitacji jest dane poprzez jedno z niskoenergetycznych przy-
bli·zeń dzia÷ań dla superstrun (zale·zy od rozpatrywanej teorii superstruny). Jed-
nak·ze z faktu, ·ze wszystkie teorie superstrun s ¾a zwi ¾azane w siéc dualnósci, �zyka
uk÷adu pozostaje niezale·zna od wybranej teorii. Niskoenergetyczne dzia÷anie
dla jednej Dp-brany jest zadane przez dzia÷ania Diraca-Borna-Infelda (DBI).
Nast¾epnie mo·zna rozwa·zác kosmologiczn ¾a ewolucj¾e takiego uk÷adu, z punktu
widzenia obserwatora b¾ed ¾acego na wybranej Dp-branie. Je·zeli za÷o·zy si¾e, ·ze
powy·zszy model opisuje obserwowany świat, to nale·zy przyj ¾ác p = 3. Tak,
wi¾ec D3�brana jest zanurzona w 10-wymiarowej czasoprzestrzeni wype÷nionej
innymi Dk-branami, które z ni ¾a oddzia÷ywaj ¾a.
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3.1 Sta÷a kosmologiczna i D3-brana

W [65] zosta÷a otrzymana przeze mnie sta÷a kosmologiczna na D3-branie, która
jest indukowana przez tensor energii-p ¾edu dla uk÷adu p-bran wype÷niaj ¾acych 10-
wymiarow ¾a czasoprzestrzeń. W zale·znósci od wymiaru p-bran oraz ich chara-
kteru, tzn. czy s ¾a to rozwi ¾azania posiadaj ¾ace osobliwósci (czarne p-brany) czy
nie, sta÷a kosmologiczna jest sum ¾a poszczególnych wk÷adów od tych p-bran.
Zosta÷tam równie·z rozpatrzony dynamiczny przypadek gdy D3-brana jest w
ruchu wzgl¾edem t÷a. Wtedy tensor energi-p ¾edu na obj¾etósci świata D3-brany
jest interpretowany jako tensor energii-p ¾edu dla egzotycznej cieczy doskona÷ej z
równaniem stanu zale·znym od wymiarów p-bran oraz ich charakteru rozwi ¾azań.
Císnienie dla tej cieczy doskona÷ej jest ujemne, co powoduje dzia÷anie przeciw
przyci ¾agaj ¾acym si÷¾a grawitacji.
Model, który by÷rozpatrywany w [65], sk÷ada si¾e z dzia÷ania dla dylatonu

�, grawitonu gMN i antysymetrycznego tensora AM1:::Md
rz¾edu d = p + 1

w D wymiarowej czasoprzestrzeni RD. Pola te sprz¾egaj ¾a si¾e z rozci ¾ag÷ym
p�wymiarowym obiektem (bran ¾a)M . Forma dzia÷ania dla pól �, gMN iAM1:::Md

ma postác [66]:

ID (d) = 1=2�
2

Z
RD

dDx
p
�g(R (g)� 1=2 jd�j2 � 1

2 (d+ 1)!
e��a(d)F 2): (3.1)

Na rozmaitósci M istnieje metryka 
�� oraz M jest zanurzane poprzez pole X
w RD:

X :M ! RD:

Natomiast dzia÷anie Sd dla brany M jest dane przez formu÷¾e:

Sd = Td

Z
M�R

dd�[�1
2

p
�

��@�XM@�X

NgMNe
a�=d+

d� 2
2

p
�


� 1
d!
"�1:::�d@�1X

M1 :::@�dX
MdAM1:::Md

]; (3.2)

gdzie �; � = 0; 1; :::; d� 1. Tak wi¾ec dzia÷anie I (D; d) dla ca÷ego systemu sk÷ada
si¾e z sumy dzia÷ań (3.1) i (3.2):

I (D; d) = ID (d) + Sd: (3.3)

W dzia÷aniu (3.3) jest pi¾éc niezale·znych pól:

1. pole AM1:::Md
,

2. metryka gMN na RD,

3. dylaton �,

4. wektorowe pole X zanurzenia brany M w RD,
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5. metryka 
�� na M .

Równania ruchu wzgl¾edem tych pól s ¾a nast¾epuj ¾ace:

� Równania Maxwella �I(D;d)
�A = 0:

d �
�
e�a�F

�
= 2�2 � J; (3.4)

gdzie pr ¾ad J jest zadany przez zwi ¾azek:

JM1:::Md (x) =

Td

Z
M�R

dd�"�1:::�d@�1X
M1 :::@�dX

Md�; (3.5)

oraz � = �D (x�X (�)) =p�g

� Równania Einsteina �I(D;d)
�g = 0:

RMN �
1

2
gMNR =

1

2

�
@M�@N��

1

2
gMN jd�j2

�
+�2TMN

+
e�a�

2d!

�
FM1:::Md

M FNM1:::Md
� 1

2 (d+ 1)
gMNF

2

�
; (3.6)

gdzie TMN = gMAgNBT
AB tensor energii-p ¾edu dla brany M :

TAB (x) = Td

Z
M�R

dd�
p
�

��@�XA@�X

Bea�=d�; (3.7)

� Równanie dylatonu �I(D;d)
�� = 0:

@M
�p
�ggMN@N�

�
+

a
p�g

2 (d+ 1)
e�a�F 2 =

= ��2 a
d
Td

Z
M

dd�
p
�

ij@iXM@jX

NgMNe
a�=d� �

p
�g: (3.8)

� Równanie brany �I(D;d)
�X = 0:

@�

�p
�

��@�XNgMNe

a�=d
�
+

�1
2

p
�

��@�XN@�X

P@M

�
gNP e

a�=d
�
=

1

d!
"�1:::�d@�1X

M1 :::@�dX
MdFMM1:::Md

: (3.9)
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� Równanie dla metryki 
 w obj¾etósci-́swiata �I(D;d)
�
 = 0 :


�� = @�X
M@�X

NgMNe
a�=d: (3.10)

A·zeby rozwi ¾azác powy·zszy uk÷ad równań (3.4-3.10), zak÷ada si¾e, ·ze RD ma
topologi¾e iloczynu Kartezjańskiego (np. [66]):

RD =M �N; (3.11)

gdzieM jest d-wymiarow ¾a rozmaitósci ¾a ((d�1)-bran ¾a) z grup ¾a symetrii Poincarè
P (d) a N jest rozmaitósci ¾a z grup ¾a symetrii SO (D � d). W lokalnym uk÷adzie
wspó÷rz¾ednych na RD wprowadzamy nast¾epuj ¾ace oznaczenia:

XM = (x�; ym);

gdzie x�, ym odnosz ¾a si¾e, odpowiednio do M i N . Indeksy � oraz m maj ¾a
wartósci: � = 0; 1; :::; d � 1 ; m = 1; :::; D � d. Dla takiej topologii zak÷ada si¾e
nast¾epuj ¾acy ansatz dla metryki gMN :

ds2 = gMNdx
MdxN = e2A(y)���dx

�dx� + e2B(y)�mndy
mdyn; (3.12)

metryka � jest diagonalna:
�
���
�
= diag(+1;�1; :::;�1). Funkcje A i B zale·z ¾a

tylko od odleg÷ósci y = (y � y)1=2. Antysymetryczne pole A ma form¾e [66]:

A�1:::�d = �
1

det (g��)
"�1:::�de

C(y); (3.13)

gdzie:
"�1:::�d = g�1�1 :::g�d�d"

�1:::�d ;

("01:::d�1 = +1) inne sk÷adowe pola A znikaj ¾a, det (g��) = (�1)d�1 e2Ad. Wi¾ec
pole F = dA ma postác:

Fm�1:::�d = �
1

det (g��)
"�1:::�d@m

�
eC(y)

�
: (3.14)

Pole dylatonu � zale·zy tylko od y; poniewa·z N jest sferycznie symetryczna:

� = � (y) :

Zak÷ada si¾e równie·z, ·ze pole X jest postaci:

XM = (��; Y m) ;

gdzie �� s ¾a wspó÷rz¾ednymi na branie M . Kierunki poprzeczne od M s ¾a oznac-
zone przez Y oraz zak÷ada si¾e, ·ze Y m = const: Przy tych za÷o·zeniach metryka

 jest nast¾epuj ¾aca:


�� = ���e
2A+a�=d:
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Rozwi ¾azania powy·zszego uk÷adu równań spe÷niaj ¾acego p÷askie asymptotyczne
warunki ( gMN ! �MN ) jest zadawane przez jedn ¾a funkcj¾e C (y) [66]:

A (y) =
ed

2
�
d+ ed� (C (y)� C0) ; (3.15)

B (y) = � d

2
�
d+ ed� (C (y)� C0) ; (3.16)

e�C(y) =

(
e�C0 + kd

y ed for ed > 0
e�C0 + �2Td

� ln y for ed = 0 ; (3.17)

a

d
� (y) =

a2

4
(C (y)� C0) + C0; (3.18)

a2 (d) = 4� 2edd
d+ ed ; (3.19)

gdzie:

kd =
2�2Td


ed+1 ed (3.20)

oraz ed = D� d� 2, 
ed+1 jest obj¾etósci ¾a jednostkowej (ed+1)-wymiarowej sfery
S
ed+1. Jawna postác metryki gMN jest nast¾epuj ¾aca:

gMNdX
MdXN =

�
1 +

kd

y ed e�C0
�� ed

d+ ed
���dx

�dx�+

�
1 +

kd

y ed e�C0
� d

d+ ed
�mndy

mdyn: (3.21)

Innym rozwi ¾azaniem tego uk÷adu równań jest (d + 2)-wymiarowy obiekt
posiadaj ¾acy horyzonty i osobliwósci tensora krzywizny w y = 0 tzw. czarna-
brana (black-brane) z grup ¾a symetrii:

R�SO (d+ 1)� SO
�ed� 1� :

Metryka t÷a dla takich rozwi ¾azań jest postaci:

ds2 = ��+�
� ed
d+ ed

� dt2 +��1+ �
a2

2d�1
� dr2 + r2�

a2

2d
� d
2d+1

+�
d

d+ ed
� dXidX

i; (3.22)

gdzie i = 1; :::; ed� 1 oraz:
e�2� = �a�; (3.23)

�� = 1�
�r�
r

�d
; (3.24)

Fd+1 = (r+r�)
d=2

"d+1d; (3.25)
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"d+1 jest form ¾a obj¾etósci (d + 1)-wymiarowej sfery Sd+1z metryk ¾a d
2d+1 =

habd'
ad'b. Promienie r+ i r� s ¾a zwi ¾azane z mas ¾a med na jednostk¾e (ed � 1)-

obj¾etósci oraz z ÷adunkiem magnetycznym ged:
med =

Z
dD�d�00 =


d+1
2�2

[(d+ 1) rd+ � rd�]; (3.26)

ged =
1p
2�

Z
Sd+1

e�a� � F = 
d+1p
2�

d (r+r�)
d=2

; (3.27)

gdzie �MN jest ca÷kowitym tensorem energii-p ¾edu dla uk÷adu, � jest operatorem
dualnósci (gwiazdk ¾a) Hodge�a ze wzgl¾edu na metryk¾e (3.22). W przypadku,
kiedy r+ = r� = r0; masa i ÷adunek s ¾a zwi ¾azane w nast¾epuj ¾acy sposób:

med = p2�ged: (3.28)

Oznacza to, ·ze brana staje si¾e ekstremaln ¾a p-bran ¾a (stanem BPS ). Metryka
(3.22) dla takiego przypadku przyjmuje postác:

ds2 = �
d

d+ ed ��dt2 + dXidX
i
�
+�

� ed
d+ ed �d�2 + �2d
2d+1� ; (3.29)

gdzie �d = rd � rd0 oraz � = 1 + (r0=�)
d.

W pracy [65] mamy (d0 � 1)-bran¾e M zanurzon ¾a w D-wymiarowej czaso-
przestrzeni RD w której znajduj ¾a si¾e (d + 2)-wymiarowe brany z horyzontem i
osobliwósciami tensora krzywizny (black-brane), obwijaj ¾ace (d+ 1)-wymiarowe
sfery oraz brany BPS z symetri ¾a grupy Poincarè. Metryka t÷a, gdy brany owijaj ¾a
sfery, jest dana w ogólnej formie przez:

ds2 = �0dt
2 + �1

ed�1X
i=1

dX2
i + �2dr

2 + r2�3d
d+1 (3.30)

(jest to inna postác równania (3.22)). Wi¾ec metryka 
�� na M , która jest
indukowana przez gMN i pole zanurzenia X:

XM
�
�0; �a

�
=
�
�0; �a; Xm

�
�0
��
; (3.31)

jest nast¾epuj ¾acej postaci:


00 = �0 + �1

ed�1X
i=d0

�
X
2

i + �2
�
r
2
+ r2�3

�
'
2
; (3.32)


ab = �1�ab;dla d0 � 1 � ed� 1, 
a0 = 0; (3.33)

�
'
2
= hrs

�
'
r �
'
s
gdzie hrs = hrs (') (r; s = 1; :::; d + 1) jest metryk ¾a na Sd+1.

Metryk¾e t÷a, odpowiadaj ¾ac ¾a branom BPS z symetri ¾a Poincarè (metryka (3.21)),
mo·zna zapisác jako:

ds2 = �0dt
2 + �1

ed�1X
i=1

dX2
i + �2

d+2X
m=1

dX2
m; (3.34)
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wi¾ec indukowana metryka 
 przy zanurzeniu (3.31) dla d0�1 � ed�1 ma postác:

00 = �0 + �1

ed�1X
i=d0

�
X
2

i + �2

d+2X
m=1

�
X
2

m; 
0a = 0; 
ab = �1�ab: (3.35)

Gdy d0 � 1 � ed� 1 metryka 
 jest dana przez:

00 = �0 + �2

d+2X
m=1

�
X
2

m;


a1b1 = �1�a1b1 for a1; b1 = 1; :::; ed� 1;

a2b2 = �2�a2b2 for a2; b2 = ed; :::; d0 � 1: (3.36)

Tensor energii-p ¾edu dla (d0 � 1)-brany M jest zadany równaniem (3.7) i
wyra·za si¾e przez macierz:

�
TMN

�
=

0@ T 00 T 0a T 0m

T a0 T ab T am

Tm0 Tma Tmn

1A ; (3.37)

gdzie a; b = 1; :::; d0 � 1 oraz m;n = 1; :::; D � d0 . Typowa forma metryki t÷a
gMN wytwarzanego przez (d � 1)-brany jest zadana przez zwi ¾azek (równanie
(3.30) i równanie (3.34)):

(gMN ) =

0@ �
�0 (0)
(0) �1Ied�1

�
0

0 (grs)

1A ; (3.38)

gdzie Ied�1 jest (ed � 1)-wymiarow ¾a macierz ¾a jednostkow ¾a i r; s = 1; :::; d + 2.
Sk÷adowe tensora energii-p ¾edu TMN dla metryki (3.38) i dla pola X danego
przez (3.31) maj ¾a postác:

T�� = Td

r



g

��ea�=db�;

Tm0 = T 0m = Td

r



g

00

�
X
m

ea�=db�;
Tmn = Td

r



g

00

�
X
m �
X
n

ea�=db�; (3.39)

gdzie b� = �D�d
�
xm �Xm

�
�0
��
. Inne sk÷adowe (T a0 , T am) s ¾a równe zeru oraz


 = det
�

��
�
, g = det (gMN ). Iloraz wyznaczników 
=g dla metryki t÷a (3.30)

jest równy:


=g =
�d

0�ed
1 �

r2(d+1)�2�
d+1
3 deth

; (3.40)
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gdzie:

� = 1 +
�1
�0

ed�1X
i=d0

�
X
2

i +
�2
�0

�
r
2
+ r2

�3
�0

�
'
2
: (3.41)

Postác tensora energii-p ¾edu TMN dla d0-brany M jest nast¾epuj ¾aca:

T�� =
Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1 �

�2�
d+1
3 deth


��ea�=db�;
Tm0 =

Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1 �

�2�
d+1
3 deth

�
X
m

ea�=d

�0�
b�;

Tmn =
Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1 �

�2�
d+1
3 deth

�
X
m �
X
n

ea�=d

�0�
b�; (3.42)

poniewa·z 
00 = �0� oraz 
00 = (�0�)
�1. Tensor ten ma swój wk÷ad do tensora

energii-p ¾edu eT�� na branie M poprzez pole X:

eT�� = TABgAMgBN
@XM

@��
@XN

@��
: (3.43)

Tak, wi¾ec otrzymujemy:

eT00 = T 00g200 + T
m1n1gm1mgn1n

�
X
m �
X
n

eTab = T cdgcagbd; eT0a = 0;
gdzie g00 = �0; (gac) = �1Id0�1 oraz:

(gm1m) =

0@ �1Ied�d0 0 0

0 �2 0
0 0 r2�3 (hps)

1A :

Poniewa·z gmn
�
X
m �
X
n

= �0 (�� 1), wi¾ec:

eT00 = Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1

�2�
d+1
3 �deth

ea�=d�0
�
�2 � 2� + 2

�
;

eTab = Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1 �

�2�
d+1
3 deth

ea�=d�1�ab; (3.44)

modulo funkcje delta. W statycznym przypadku (
�
X
m

= 0) � = 1; tensor eT��
przyjmuje postác:

eT�� = Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1

�2�
d+1
3 deth

ea�=d
�� : (3.45)
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Sk÷ada si¾e on z cz¾ésci

�b (r; d
0; d) =

Td0

rd+1

vuut �d
0�ed
1

�2�
d+1
3 deth

ea�=d; (3.46)

która zale·zy tylko od wspó÷rz¾ednej r poprzecznej do brany M . Dla ustalonej
pozycji M w czasoprzestrzeni RD wielkóśc �b ma sta÷¾a wartóśc. Równania
grawitacji na M maj ¾a postác:

R�� �
1

2

��R = t�� + eT�� ; (3.47)

gdzie R�� jest tensorem Ricciego, R jest skalarem krzywizny dla metryki 
��
oraz t�� jest tensorem energii-p ¾edu dla pól znajduj ¾acych si¾e na branie M .
Poniewa·z eT�� jest iloczynem �b i metryki 
�� ; wi¾ec równanie (3.47) jest nast¾epu-
j ¾acej formy :

R�� �
1

2

��R = t�� + �b
�� :

Tak, wi¾ec �b mo·ze býc zidenty�kowana jako sta÷a kosmologiczna. Dla metryki
(3.22) otrzymujemy:

�b (r; d
0; d) =

Td0

r2(d+1)

r
1

deth

�
1�

rd+
rd

�1=2�
1�

rd�
rd

��
; (3.48)

gdzie:

� (d0; d;D) =
ed (3� d) + d0d
2 (D � 2) � 3

d
+
1

2
: (3.49)

Wymiar bran d, które owijaj ¾a sfery, mo·ze zmieniác si¾e od 0 do D�1, wi¾ec wyraz
�b b¾edzie sum ¾a wk÷adów pochodz ¾acych od ró·znych bran:

�b (r1; :::; rD�1; d
0) =

D�1X
d=1

�b (rd; d
0; d) ; (3.50)

gdzie rd jest odleg÷ósci ¾a od (d� 1)�brany do (d0 � 1)�brany M .
W przypadku, kiedy D = 10, odpowiada to teorii superstrun, oraz d0 = 4

wyk÷adnik � ma wartóśc:

� (4; d; 10) = 2� 3

d
+
1

16
(d� 7) d: (3.51)

Tak wi¾ec

�b (r; 4; d) =
T4

r2(d+1)

r
1

deth

�
1�

rd+
rd

�1=2�
1�

rd�
rd

�2� 3
d+

1
16 (d�7)d

(3.52)

oraz sta÷a kosmologiczna jest równa:

�b (r1; :::; r9; 4) =
9X
d=1

�b (rd; 4; d) : (3.53)
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Dopuszczalne wymiary pojawiaj ¾ace si¾e w powy·zszej sumie zale·z ¾a od rozpatry-
wanej teorii: dla teorii Typu IIA p = d � 1 jest parzyste natomiast dla Typu
IIB p = d� 1 jest nieparzyste.
W przypadku dynamicznym (� 6= 1) wprowadzimy pole skalarne � (nie jest

to dylaton) w nast¾epuj ¾acej postaci:

�2 =
�1
j�0j

ed�1X
i=d0

�
X
2

i +
�2
j�0j

�
r
2
+ r2

�3
j�0j

�
'
2
: (3.54)

Poniewa·z �0 jest ujemne ÷atwo zauwa·zýc, ·ze zachodzi zwi ¾azek:

� = 1� �2: (3.55)

Tensor energii-p ¾edu wyra·za si¾e przez pole skalarne � w nast¾epuj ¾acy sposób:

eT00 = �b
1 + �4p
1� �2


00;

eTab = �b

q
1� �2
ab; (3.56)

gdzie �b jest dane przez (3.52) dla d0 = 4. Maj ¾ac tak otrzymane wyra·zenie naeT�� , porównamy je z tensorem energii-p ¾edu T�� dla cieczy doskona÷ej, która ma
g¾estóśc energii " oraz císnienie p:

T�� = ("+ p)u�u� � p
�� : (3.57)

W uk÷adzie wspó÷poruszaj ¾acym si¾e (ua = 0) otrzymamy zwi ¾azki:

" = �b
1 + �4p
1� �2

; (3.58)

p = ��b
q
1� �2; (3.59)

oraz równanie stanu dla tej cieczy:

w = p=" = �1� �
2

1 + �4
: (3.60)

Dla ró·znych bran otrzymamy ró·zne pola �d, wi¾ec efektywna g¾estóśc energii i
císnienie maj ¾a postác:

" =

9X
d=1

�b (rd; 4; d)
1 + �4dq
1� �2d

; (3.61)

p = �
9X
d=1

�b (rd; 4; d)

q
1� �2d; (3.62)
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oraz równanie stanu:

w = �
P9

d=1 �b (rd; 4; d)
q
1� �2dP9

d=1 �b (rd; 4; d)
1+�4dp
1��2d

: (3.63)

Dla pewnych wartósci pól �d równanie stanu przyjmie postác w � �1=3, które
odpowiada interpretacji egzotycznej materii w obj¾etósci świata brany M .
W ten sposób otrzymalísmy rodzin¾e mo·zliwych równań stanów dla cieczy

doskona÷ych z ujemnym císnieniem, które mog ¾a s÷u·zýc jako dobrze wyprowad-
zone modele odpowiadaj ¾ace egzotycznej materii. Z drugiej strony istniej ¾a mode-
le, które obarczaj ¾a za coraz szybsz ¾a ekspansj¾e tzw. ciemn ¾a energi¾e, która jest
zwi ¾azana z istnieniem sta÷ej kosmologicznej. Tutaj równie·z otrzymalísmy tak ¾a
sta÷¾a kosmologiczn ¾a. Problem, który z tych modeli opisuje rzeczywistóśc, czy
sta÷a kosmologiczna czy egzotyczna materia, jest jak do tej pory nieroztrzy-
gni¾ety. W [65] zosta÷y uj¾ete te dwie alternatywy, jako przypadek statyczny
(3-brana jest statyczna wzgl¾edem t÷a produkowanego przez p-brany) odpowiada-
j ¾acy sta÷ej kosmologicznej oraz przypadek dynamiczny, który odpowiada egzo-
tycznej materii na obj¾etósci świata 3-brany.

3.2 Ewolucja D3-brany

D3-brana jest trójwymiarow ¾a podrozmaitósci ¾a, gdzie końce struny otwartej s ¾a
zaczepione. Jednak·ze zgodnie z jedn ¾a obserwacj ¾a z [27] mo·zna uwa·zác Dp-brany
jako p-wymiarowy horyzont zdarzeń dla struny zamkni¾etej. Jedna cz¾éśc struny
zamkni¾etej jest widoczna jako struna otwarta, której końce s ¾a zaczepione na
branie, natomiast druga cz¾éśc jest pod horyzontem. W [67] zosta÷y zbadane,
przeze mnie konsekwencje takiej interpretacji D3-brany. Okaza÷o si¾e, ·ze dy-
namiczna ewolucja obj¾etósci-́swiata ma wiele scenariuszy. Jednym z nich jest
czasoprzestrzeń de Sittera.
Taka ewolucja jest indukowana przez zdeformowan ¾a metryk¾e wi ¾a·z ¾ac ¾a si¾e

ze znikaniem Lagra·zianu Diraca-Borna-Infelda (DBI). Bozonowa cz¾éśc dzia÷a-
nia DBI jest niezmiennicza wzgl¾edem dyfeomor�zmów, wi¾ec Hamiltonian jest
sum ¾a wi¾ezów. Rozpatrujemy dynamiczne pole zanurzenia D3-brany, oznacza to,
·ze zarówno poprzeczne wspó÷rz¾edne do brany jak i pola cechowania zale·z ¾a od
czasu. Nak÷adaj ¾ac wi¾ez na poprzeczne pr¾edkósci otrzymujemy ewolucj¾e samej
D3-brany oraz otaczaj ¾acej przestrzeni. Nisko-energetyczne dzia÷anie w p÷askiej
10-wymiarowej czasoprzestrzeni dla Dp-brany jest dane przez wyra·zenie:

S = �Tp
Z
Mp+1

e��
�
�det

�

�� + 2��

0F�� +B��
��1=2

dp+1� +

Tp

Z
Mp+1

X
i

Ci ^ exp (2��0F +B) ; (3.64)

gdzie: � jest polem dylatonu, �; � = 0; 1; :::; p i p jest przestrzennym wymiarem
Dp-brany. Metryka 
�� w obj¾etósci-́swiata brany jest indukowana przez metryk¾e
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t÷a gMN :

�� = gMN@�X

M@�X
N ;

XM jest polem zanurzeniaMp+1 w otaczaj ¾ac ¾a czasoprzestrzeń:

XM = (X�; Xa) ;

a = 1; :::; 9 � p. Pola pochodz ¾ace z sektora RR s ¾a oznaczone jako Ci, F�� jest
nat¾e·zeniem dla abelowego pola cechowania A� na Dp-branie, B�� jest cofni¾e-
ciem (pullback) 2-formy t÷a B z sektora NS.
W dalszym ci ¾agu naszych rozwa·zań zajmujemy si¾e metryk ¾a i polem cechowa-

nia A na branie. W tym przypadku cz¾éśc dzia÷ania zwi ¾azana z wyrazem WZ
(drugi wyraz po prawej stronie (3.64)) znika. Wbieramy przestrzenny wymiar
brany równy trzy (p = 3). Tak wi¾ec dzia÷anie (3.64) redukuje si¾e do postaci:

S = �T3
Z
M4

d4�e��

s
�
�
1� 1

2

�

��F��F�


�
det 
 � Pff2 (F); (3.65)

gdzie F�� = 2��0F�� oraz Pff2 (F) = det (F). Lagran·zian w równaniu
Eq.(6.65) wyra·za si¾e przez pole elektryczne Em = �F0m i pole magnetyczne
Bm =

1
2"mnpF

np w nast¾epuj ¾acy sposób:

L = T3e
��
r
�
�
1 + (2��0)

2

00E2 + (2��0)

2
B2
�
det 
 � (2��0)4 (E �B)2;

gdzie E2 = 
mnEmEn oraz B2 = 
mnBmBn. Przeskalowalísmy T3 przez pole
dylatonu � w nast¾epuj ¾acy sposób:

T3e
�� ! T3:

W tym zabiegu jest ukryte za÷o·zenie, ·ze � jest sta÷e na obj¾etósci świata D3-brany.
Mo·zna zauwa·zýc, ·ze powy·zszy Lagran·zian mo·zna zapisác w takiej postaci:

L = T3

r
�
�
1 + (2��0)

2
B2
�
det 
 �ETME; (3.66)

gdzie macierz M jest zadana przez swoje sk÷adowe:

Mmn = (2��0)
2

00
mn det 
 + (2��0)

4
BmBn (3.67)

oraz Bm = 
mnBn.
Pary kanonicznych wspó÷rz¾ednych do pól X i A s ¾a oznaczone jako:�

XM ; PM
�
; (��; A�) ;

i p ¾edy kanonicznie sprz¾e·zone wyra·zaj ¾a si¾e w nast¾epuj ¾acy sposób:

PM =
@L

@ (@0XM )
= �T3

2

p
�det (
 + F)

�
G�0 +G0�

�
@�X

NgMN ; (3.68)
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�m =
@L

@ (@0Am)
= �2��

0T3
2

p
�det (
 + F)

�
Gm0 �G0m

�
; (3.69)

�0 =
@L

@

�
�
A0

� = 0; (3.70)

gdzie:

G�� =
�
G�1

���
=
h
(
 + F)�1

i��
:

Wprowadzamy nast¾epuj ¾ace macierze P i E :

PM=(P�M ) = G�T eM +G�1eM ; E =
�
E��

�
=G�1 �G�T ; (3.71)

gdzie: eM = gMNe
N ; eN =

�
eN�
�
=
�
@�X

N
�
. Mi¾edzy tymi macierzami zachodzi

relacja:
PMeM + EF =2I:

Dla wspó÷rz¾ednych na D3-branie dostajemy zwi ¾azek:

P�MeM� + E�
F
�=2��� : (3.72)

Kwadrat PM jest równy:

gMNPMPN = E
E+4G�1 + 2
�
G�1FG�T +G�TFG�1

�
: (3.73)

Ze zwi ¾azku (3.72) dla � = 0 i � = 0 otrzymujemy to·zsamósci:

2��0PMe
M
� +�mF�m = 2��0T3

p
�det (
 + F)�0� ; (3.74)

2��0PM@0X
M +�mF0m = 2��0T3

p
�det (
 + F); (3.75)

gdzie PM i �m s ¾a zwi ¾azane z PM i E w nast¾epuj ¾acy sposób:

PM = T3
p
�det (
 + F)P0M ;

�m =
2��0T3
2

p
�det (
 + F)E0m:

Z (3.73) oraz z (3.74) (dla � = m) otrzymujemy dobrze znane wi¾ezy: Hamiltonowski
i dyfeomor�czny [68]:

PMPNg
MN +�m�n
mn + T

2
3 det [(
 + F)mn] = 0;

2��0PM@mX
M +�nFmn = 0: (3.76)

Spe÷nione jest równie·z prawo Gaussa:

@m�
m = 0:

Zak÷adamy, ·ze pole zanurzenia X nie jest statyczne i ma postác:

X (�) =
�
�0; �m; Xa

�
�0; �m

��
(3.77)
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oraz metryka t÷a gMN jest nastepuj ¾acej formy:

(gMN ) =

0@ g00
(gmn)

(gab)

1A
z sygnatur ¾a (�1;+1; :::;+1), wi¾ec �g00 � 0. Dla takiego pola zanurzenia X
indukowana metryka 
�� na branie jest nast¾epuj ¾aca:


00 = g00 + gab
�
Xa

�
Xb;


0m = gab
�
Xa@mX

b; 
m0 = gab@mX
a
�
Xb;


mn = gmn + gab@mX
a@mX

b: (3.78)

W przypadku jednorodnym @mX
a = 0 otrzymujemy, ·ze macierzM jest postaci:

Mmn = (2��0)
2

mn det

�

rp
�
+ (2��0)

4
BmBn;

oraz Lagran·zian jest równy:

L = T3

s
�
�
g00 + gab

�
Xa

�
Xb

��
1 + (2��0)

2
B2
�
det (
mn)�EME:

P¾edy poprzeczne Pa do D3-brany oraz styczne Pm (otrzymywane z wi¾ezu (3.76))
maj ¾a postác:

Pa = �
T 23 det (
mn)

L

�
1 + (2��0)

2
B2
� �
Xbgab; (3.79)

Pm = �
T 23 (2��

0)
3
det (
rs)

L
Sm = ��nFmn;

gdzie Sm = "mnpE
nBp i ma interpretacje wektora Poyntinga na D3-branie.

Postác p ¾edu �m jest nast¾epuj ¾aca:

�m = �T
2
3

L
MmnEn: (3.80)

Ca÷kowity p¾ed PM ma sk÷adowe:

PM = (H;��nFmn; Pa) ; (3.81)

gdzie H g¾estósci ¾a energii oraz jego kwadrat jest równy:

PMP
M = g00H2 + gmnPmPn + g

abPaPb;

gdzie:

gmnPmPn =
(2��0)

6
T 43

L2
[E�B]2 det 2 (
mn) ; (3.82)
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gabPaPb =
T 43
L2

�
1 + (2��0)

2
B2
�2 �
X2 det 2 (
mn) (3.83)

i
�
X2 = gab

�
Xa

�
Xb oraz iloczyn wektorowy jest zde�niowany jako:

(E�B)m = "mnpE
nBp:

Wi¾ez Hamiltonowski daje nam wyra·zenie na kwadrat g¾estósci energii:

�g00H2L2 = (2��0)
2
T 43 [E�B]

2
det 2 (
mn) + (2��

0)
2
T 43

h
Edet (
mn) + (2��

0)
2
B (E �B)

i2
+

T 43

�
1 + (2��0)

2
B2
�2 �
X2 det 2 (
mn) + T

2
3L

2
�
1 + (2��0)

2
B2
�
det (
mn) ;

(3.84)

które mo·zna zapisác w postaci sumy kwadratów:

�g00H2 =
(2��0)

2
T 43

L2
[E�Bdet (
mn) +Edet (
mn) +B (E �B)]

2
+

T 23

�
1 + (2��0)

2
B2
�

2L2

�
T3

q
1 + (2��0)

2
B2
���� �X����pdet (
mn) + L�2 det (
mn)+

T 23

�
1 + (2��0)

2
B2
�

2L2

�
T3

q
1 + (2��0)

2
B2
���� �X����pdet (
mn)� L�2 det (
mn) :

(3.85)

Otrzymujemy z tego, ·ze kwadrat g¾estósci energii jest ograniczony z do÷u:

�g00H2 � (2��0)
2
T 43

L2
[E�Bdet (
mn) +Edet (
mn) +B (E �B)]

2
+

T 23

�
1 + (2��0)

2
B2
�

2L2

�
T3

q
1 + (2��0)

2
B2
���� �X����pdet (
mn) + L�2 det (
mn) :

(3.86)

Znak równósci jest otrzymywany, gdy:

T3

q
1 + (2��0)

2
B2
���� �X����pdet (
mn) = L: (3.87)

Wyra·zenie pod pierwiastkiem w (3.66) musi býc dodatnie aby otrzymác rzeczy-
wisty Lagran·zian. Ten warunek nak÷ada ograniczenia na dopuszczale kon�gu-
racje pola cechowania:

�
�
1 + (2��0)

2

00E2 + (2��0)

2
B2
�
det 
 � (2��0)4 (E �B)2 ; (3.88)

poniewa·z (E �B)2 > 0. Z tego warunku otrzymujemy, ·ze:

�
00 � (2��0)
2
E2 � (2��0)2 
00B2 � 0; (3.89)
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który prowadzi do zwi ¾azku:

j
00j � (2��0)
2
E2 � (2��0)2 j
00jB2

poniewa·z �
00 > 0. Ten zwi ¾azek jest w zgodzie z wynikiem [69], który mówi,
·ze pole elektryczne na branie osi ¾aga swoj ¾a maksymaln ¾a wartóśc. W przypadku,
gdy w ostatnim zwi ¾azku zachodzi równóśc dostajemy, ·ze E �B = 0 co poci ¾aga
za sob ¾a znikanie Lagran·zianu DBI.
Zdeformujemy czasow ¾a sk÷adow ¾a metryki 
 przez pola E i B. ·Z ¾adamy aby

dla E = B = 0 czasowa sk÷adowa metryki wraca÷a do formy pierwotnej. Jedna
z takich mo·zliwych deformacji jest otrzymywana z warunku (3.89). Tak zdefor-
mowana metryka ma postác:

dl02 = �V
�
d�0
�2
+ 
mnd�

md�n;

gdzie funkcja V jest dana przez wyra·zenie:

V = �
00
�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2 � 0: (3.90)

Warunek V = 0 wyznacza pewne kon�guracj¾e pól gdzie metryka dl02 staje si¾e
zdegenerowana. Te kon�guracje odpowiadaj ¾a znikaniu Lagra·zianu DBI. Tak ¾a
D3-bran¾e ze zdeformowan ¾a metryk ¾a dl02 b¾edziemy uwa·zali za równowa·zn ¾a D3-
branie z polami E i B. Nast¾epnie rozpatrzymy 10-wymiarow ¾a czasoprzestrzeń,
której geometria jest zadawana przez metrk¾e opisuj ¾ac ¾a (d+ 2)�bran¾e owijaj ¾ac ¾a
si¾e na Sd+1:

ds2 = ��0dt2 + �1
ed�1X
i=1

dX2
i + �2dr

2 + r2�3d
d+1: (3.91)

Dla pola zanurzenia

XM
�
�0; �m

�
=
�
�0; �m; Xa

�
�0
��

(3.92)

(gdzie a = 4; :::; 9) indukowana metryka dl2 na D3-branie M ma postác:


00 = ��0 + �1
ed�1X
i=4

�
X
2

i + �2
�
r
2
+ r2�3

�
'
2
; (3.93)


mn = �1�mn; for 3 � ed� 1; 
m0 = 0: (3.94)

gdzie
�
'
2
= hrs

�
'
r �
'
s
oraz hrs = hrs (') (r; s = 1; :::; d+1) jest metryk ¾a na Sd+1.

U·zywaj ¾ac (3.90) dostaniemy postác zdeformowanej metryki:

dl02 = �

0@0@�0 � �1 ed�1X
i=4

�
X
2

i � �2
�
r
2
� r2�3

�
'
2

1A�1 + (2��0)2B2�� (2��0)2E2
1A�d�0�2

+�1d�nd�
n: (3.95)
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W sferycznych wspó÷rz¾ednych (�; �;  ) na D3-branieM powy·zsza metryka przyj-
muje form¾e:

dl02 = �

0@0@�0 � �1 ed�1X
i=4

�
X
2

i � �2
�
r
2
� r2�3

�
'
2

1A�1 + (2��0)2B2�� (2��0)2E2
1A�d�0�2

+�1d�
2 + �2�1d
2: (3.96)

Opieraj ¾ac si¾e na pomýsle Polchinskiego [27] mówi ¾acego, ·ze D-brana jest horyzon-
tem zdarzeń dla strun zamkni¾etych ( jedna cz¾éśc struny zamkni¾etej jest powy·zej
horyzontu a druga cz¾éśc poni·zej, tak ·ze cz¾éśc powy·zej horyzontu wygl ¾ada jak
struna otwarta, której końce s ¾a przyczepione do horyzontu, co oznacza, ·ze
horyzont de�niuje klasyczn ¾a D-bran¾e) porównamy metryk¾e (3.96) z metryk ¾a,
która posiada horyzont. Standardowa postác takiej metryki (w odpowiednich
wspó÷rz¾ednych) jest nast¾epuj ¾aca:

ds2 = �f (R) dt2 + f�1 (R) dR2 +R2d
2; (3.97)

gdzie funkcja f jest równa zeru dla pewnych wartósci R > 0. Zera funkcji f s ¾a
uporz ¾adkowane w nast¾epuj ¾acy sposób: R+ > R1; :::Rn, najwi¾eksza wartóśc R+
de�niuje horyzont zdarzeń. Uto·zsamienie (3.96) i (3.97) prowadzi do zwi ¾azku
na sk÷adowe dl0:0@0@�0 � �1 ed�1X

i=4

�
X
2

i � �2
�
r
2
� r2�3

�
'
2

1A�1 + (2��0)2B2�� (2��0)2E2
1A�1 = 1:

(3.98)
W przypadku gdy

�
r =

�
' = 0 powy·zszy warunek przyjmuje postác:

�21

�
1 + (2��0)

2
B2
� ed�1X
i=4

�
X
2

i � �1
h
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

i
+ 1 = 0:

Rozwi ¾azania tego równania ze wzgl¾edu na �1 s ¾a nast¾epuj ¾ace:

�1(�) =
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

2
�
1 + (2��0)

2
B2
�Ped�1

i=4

�
X
2

i

�

rh
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

i2
� 4

�
1 + (2��0)

2
B2
�Ped�1

i=4

�
X
2

i

2
�
1 + (2��0)

2
B2
�Ped�1

i=4

�
X
2

i :

:

(3.99)

�1 jest rzeczywiste, je·zeli:

D =
h
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

i2
� 4

�
1 + (2��0)

2
B2
� ed�1X
i=4

�
X
2

i � 0:

(3.100)
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Istnieje jedno rozwi ¾azanie (3.98) je·zeli D = 0. Warunek ten pozwala nam

powi ¾azác �0 z
�
Xi, E i B:

h
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

i2
= 4

�
1 + (2��0)

2
B2
� ed�1X
i=4

�
X
2

i : (3.101)

W tym wypadku otrzymujemy jawne postacie �0 oraz �1:

�0 =
(2��0)

2
E2 � 2

r�
1 + (2��0)

2
B2
�Ped�1

i=4

�
X
2

i

1 + (2��0)
2
B2

; (3.102)

�1 =
1r�

1 + (2��0)
2
B2
�rPed�1

i=4

�
X
2

i

: (3.103)

Zauwa·zmy, ·ze �0 b¾edzie wi¾eksza od zera dla wszystkich kon�guracji, je·zeli
wybierzemy znak + w równaniu (3.102). W przypadku znaku � dopuszczalne
kon�guracje s ¾a ograniczone przez warunek:

(2��0)
2
E2

2

q
1 + (2��0)

2
B2

�

vuuted�1X
i=4

�
X
2

i :

Tak wi¾ec metryka dl0 ma postác:

dl20 = �
r�

1 + (2��0)
2
B2
�vuuted�1X

i=4

�
X
2

i

�
d�0
�2
+

d�2 + �2d
2r�
1 + (2��0)

2
B2
�rPed�1

i=4

�
X
2

i

:

(3.104)

W przypadku statycznym tzn.
�
Xi =

�
r =

�
' = 0; warunek (3.98) daje zwi ¾azek:�

�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

�
�1 = 1: (3.105)

Jawna postác metryki jest nast¾epuj ¾aca:

dl20 = �
�
�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

� �
d�0
�2
+

1

�0

�
1 + (2��0)

2
B2
�
� (2��0)2E2

�
d�2 + �2d
2

�
: (3.106)

Metryka ta opisuje czasoprzestrzeń z horyzontem, który jest zadany przez warunek
zerowania Lagran·zianu DBI (poniewa·z j
00j = j�0j ).
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Wykonujemy w metryce (3.104) nast¾epuj ¾ac ¾a zamian¾e zmiennej �0 = t na �
(zk÷adaj ¾ac, ·ze pole magnetyczne B nie zale·zy od czasu):

� (t) =

Z t

F (t0) dt0; (3.107)

gdzie:

F (t) =

24�1 + (2��0)2B2� ed�1X
i=4

�
X
2

i (t)

351=4 : (3.108)

W wyniku takiej zamiany zmiennej metryka przyjmuje form¾e:

dl20 = �d�2 +
�

1

F (t (�))

�2 �
d�2 + �2d
2

�
; (3.109)

oraz funkcja t (�) jest odwróceniem relacji (3.107):

t = t (�) :

A·zeby przewidziéc jak metryka (3.104) zmienia si¾e w czasie, za÷o·zymy nast¾epu-
j ¾ac ¾a postác funkcji F (t):

F (t) = �1=2t�=2; (3.110)

gdzie � i � s ¾a sta÷ymi. Funkcja ta jest zwi ¾azana z rozwi ¾azaniami Kastera-
Traschena [70] dla � = 1. Rozwi ¾azania te zosta÷y uogólnione dla bran w [71].
Postác metryki (3.104) dla takiej funkcji przyjmuje form¾e:

dl20 = ��t�=2dt2 + ��1t��=2dx2: (3.111)

Wspó÷rz¾edne � oraz t s ¾a zwi ¾azane przez formu÷¾e

t (�) =
h
(1 + �=4)

p
��
i4=(4+�)

(3.112)

(dla � 6= �4) a metryka (3.111) jest nast¾epuj ¾aca:

dl20 = �d�2 + ��1
h
(1 + �=4)

p
�
i�2�=(4+�)

��2�=(4+�)dx2: (3.113)

W przypadku kiedy � = �4 zmienne t i � s ¾a zwi ¾azane w nast¾epuj ¾acy sposób:

t (�) = exp
�
�=
p
�
�
; (3.114)

oraz metryka (3.111) jest dana przez:

dl20 = �d�2 + ��1 exp
�
��=

p
�
�
dx2: (3.115)

Je·zeli � 2 (�1;�4) [ (0;+1), to 2�= (4 + �) > 0. Metryka (3.113) reprezen-
tuje D3-bran¾e o malej ¾acych rozmiarach przestrzennych, dla rosn ¾acego � . Me-
tryka (3.115) reprezentuje D3-bran¾e z geometri ¾a de Sittera zapisan ¾a we wspó÷rz¾ed-
nych kosmologicznych. Metryka Kasner jest otrzymana dla � = 4=3 ([71]). Dla
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� = 0 metryka jest statyczna. D3-brana z rosn ¾acymi rozmiarami jest otrzy-
mana dla � 2 (�4; 0) (poniewa·z 2�= (4 + �) < 0). W ten sposób otrzymalísmy
rodzin¾e D3-bran o rosn ¾acych i malej ¾acych rozmiarach w zale·znósci od wartósci
parametru �.
Odleg÷óśc l w kierunkach poprzecznych Xi do D3-brany jest wyra·zana przez

metryk¾e (3.91) i jest równa:

l =

Z p
�1ds;

gdzie s jest parametrem na krzywej le·z ¾acej w kierunkach Xi. Z (3.103) i (3.110)
otrzymujemy:

l =

(
4t(1��=4)p
�(4��) for � 6= 4
ln tp
�

for � = 4
: (3.116)

We wspó÷rz¾ednej � powy·zsze wyra·zenie ma postác:

l =

8>>><>>>:
4p

�(4��)

h
(1 + �=4)

p
�
i 4��
4+�

�
4��
4+� for � 6= �4;+4

1
2
p
�
ln
�
2
p
��
�

for � = +4
1

2
p
�
exp

�
2�=

p
�
�

for � = �4

: (3.117)

Odleg÷óśc l musi býc dodatnia wi¾ec 4 > �. Poprzeczne kierunki mog ¾a zwi¾ekszác
(ekspansja) albo zmniejszác (kontrakcja) swoje rozmiary wzgl¾edem D3-brany.
Dla � 2 (�4;+4) mamy eksapansj¾e a dla � 2 (�1;�4) kontrakcj¾e. Przypadki
gdy � = �4 i � = +4 odpowiadaj ¾a ekspansji kierunków poporzecznych. Pod-
sumowuj ¾ac powy·zsze rozwa·zania dostajemy nast¾epuj ¾acy obraz dynamiki D3-
brany i otaczaj ¾acej jej przestrzeni w zale·znósci od wartósci parametru �:

� Dla � 2 (�1;�4) kierunki styczne i poprzeczne zmniejszaj ¾a swoje rozmia-
ry.

� Dla � 2 (�4; 0) kierunki styczne i porzeczne ekspanduj ¾a.

� Dla � 2 (0;+4] kierunki styczne zmniejszaj ¾a swoje rozmiary, natomiast
kierunki poprzeczne ekspanduj ¾a.

� Dla � = �4 kierunki styczne s ¾a opisane przez przestrzeń de Sittera, która
zmniejsza swoje rozmiary od maksymalnego rozmiaru ��1=2. Kierunki
poprzeczne podlegaj ¾a ekspansji i minimalne rozmiary poprzecznej przestrzeni
wynosz ¾a 2�1��1=2:

� Dla � = 0 D3-brana jest statyczna (jej rozmiary nie zale·z ¾a od �) a kierunki
poprzeczne ekspanduj ¾a.

4 Funkcja falowa D3-brany

Pomys÷Hartle�a i Hawkinga dotycz ¾acy warunków brzegowych, które musi spe÷-
niác funkcja falowa, polega÷na uwzgl¾ednieniu tylko zwartych metryk i pól
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(b ¾ed ¾acych regularnymi w tych metrykach) w ca÷ce funkcjonalnej de�niuj ¾acej
funkcj¾e falow ¾a [72, 73]. Ca÷ka ta jest zde�niowana przez dzia÷anie Euklide-
sowe dla pola grawitacyjnego ze sta÷¾a kosmologiczn ¾a oraz przez dzia÷anie dla
pól materii. Dziedzin ¾a ca÷kowania s ¾a czterogeometrie (metryki) Euklidesowe,
posiadaj ¾ace brzeg z indukowan ¾a trójgeometri ¾a (trój-metryka) zadaj ¾ac ¾a pewn ¾a
przestrzenn ¾a rozmaitóśc oraz pola maj ¾ace ustalon ¾a wartóśc na tej rozmaitósci.
Funkcja falowa jest funkcj ¾a tej trójwymiarowej metryki na przestrzennej roz-
maitósci oraz zale·zy od pól materii na tej rozmaitósci. Wybór czterogeometrii
oznacza zadanie warunków brzegowych na funkcj¾e falow ¾a. W propozycji Har-
tle�a i Hawkinga czterogeometrie zosta÷y ograniczone tylko do zwartych. Oz-
nacza to, ·ze wszech́swiat nie ma brzegu w cz¾ésci przestrzennej oraz czasowej.
S ¾a to tak zwane warunki brzegowe "bez-brzegu". Poniewa·z Euklidesowa ca÷ka
funkcjonalna w grawitacji nie jest dobrze okréslona, ogranicza si¾e stopnie swo-
body do mini-superprzestrzeni (mini-superspace) (nie maj ¾acej nic wspólnego z
supersymetri ¾a).
Przyk÷adem powy·zszych warunków jest przypadek gdy rozmaitósci ¾a przes-

trzenn ¾a jest sfera trójwymiarowa S3 a mini-superprzestrzeń jest zadawana przez
dwa stopnie swobody, jeden zwi ¾azany z metryk ¾a, drugi zás z jednorodnym polem
materii. Zastosowanie tej konstrukcji daje szczególne rozwi ¾azanie równania
Wheelera-de Witta dla grawitacji Einsteinowskiej z dodatni ¾a sta÷¾a kosmolo-
giczn ¾a. Rozwi ¾azanie to jest reprezentowane przez formaln ¾a Euklidesow ¾a ca÷k¾e
funkcjonaln ¾a na czterowymiarowej kuli B4, której brzegiem jest sfera S3. Tak
otrzymane rozwi ¾azanie na B4 odpowiada funkcji falowej wszech́swiata, który
rozszerza si¾e wyk÷adniczo z powodu dodatniej sta÷ej kosmologicznej. Niem-
niej istniej ¾a rozmaitósci czerowymiarowe, które daj ¾a inne funkcje falowe, ale
brzegiem ich jest tak·ze S3:
Konstrukcj¾e funkcji falowej wszech́swiata zastosowano w [72-75] z uwzgl¾ed-

nieniem wyników teorii superstrun uwzgl¾edniaj ¾acej zaburzeniow ¾a kwantow ¾a grawi-
tacj¾e. Celem tych prac mia÷o býc otrzymanie zasady okréslaj ¾acej wybór naj-
bardziej prawdopodobnego czterowymiarowego wszech́swiata z mo·zliwych pró·zniowych
rozwi ¾azań (landscape) teorii superstruny.
W modelu branowym [76] otrzyma÷em równanie Wheelera-de Witta dla D3-

brany znajduj ¾acej si¾e w tle (background) indukowanym przez rozwi ¾azania su-
perstrunowe, mianowicie Dp-brany. Rozwi ¾azanie tego równania da÷o funkcj¾e
falow ¾a D3-brany zale·zn ¾a od po÷o·zenia wzgl¾edem bran tworz ¾acych t÷o. Dwa
szczególne przypadki tej funkcji odpowiadaj ¾a funkcji Hartle�a-Hawkinga oraz
funkcji wyst¾epuj ¾acej w tunelowaniu instantonowym ze znikaj ¾ac ¾a sta÷¾a kosmolo-
giczn ¾a. Na poziomie klasycznym na obj¾etósci świataD3-brany odpowiada to ist-
nieniu pewnej cieczy doskona÷ej, dla której równanie stanu w = p=� przechodzi
w równanie stanu w = �1; gdy rozmiary D3-brany staj ¾a si¾e du·ze. Odpowiada
to przyspieszonej ekspansji obj¾etósci świata tej brany. Aby móg÷wyst ¾apíc
taki efekt na poziomie klasycznym, musi nast ¾apíc tunelowanie przez barier¾e
potencja÷u, otrzymanego w tym modelu. Obliczy÷em tu prawdobodobieństwo
przej́scia przez t¾e barier¾e w punkcie, który odpowiada rozmiarom Plancka D3-
brany. Prawdopodobieństwo to jest funkcj ¾a efektywnej sta÷ej kosmologicznej
D3-brany oraz parametrów okréslaj ¾acych t÷o. Warunek maksymalnego praw-
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dopodobieństwa prowadzi do wartósci zerowej sta÷ej kosmologicznej. Jednak·ze
dla ma÷ych wartósci tej sta÷ej prawdopodobieństwo tunelowania nie zmniejsza
si¾e w sposób drastyczny. Oznacza to, ·ze chocia·z zerowa wartóśc sta÷ej kosmolo-
gicznej jest preferowana, to inne niezerowe ma÷e wartósci mog ¾a býc realizowane.
Dzia÷anie, które rozpatruj¾e w [76] ma postác dzia÷ania DBI dla D3-brany

(modulo wyraz WZ):

S3 = �T3
Z
d4xe��

q
�det(
�� + 2��0F�� +B��); (4.1)

gdzie wielkósci maj ¾a tak ¾a sam ¾a interpretacj¾e jak w (3.64). Jak pokazano w
[77], dzia÷anie to mo·zna zapisác w równowa·znej postaci wprowadzaj ¾ac pomoc-
nicze pole tensorowe h�� w obj¾etósci-́swiata D3-brany. B¾edziemy rozpatrywác
przypadek, gdy pola F�� i B�� znikaj ¾a. Wtedy zwi ¾azek (4.1) ma postác 4-
wymiarowego dzia÷ania Nabu-Goto:

S03 = �
�T3
2

Z
d4xe��

q
�det (h��)

�
h��
�� � 2�

�
; (4.2)

gdzie � jest wielkósci ¾a sta÷¾a. Pole h�� b¾edziemy uwa·zali jako niezale·zny stopień
swobody, który jest odpowiedzialny za grawitacj¾e na D3-branie, natomiast 
 jest
rozwa·zane jako pole indukowane przez t÷o. Tak, wi¾ec ca÷kowite dzia÷anie jest
otrzymane przez dodanie wyrazu Einsteina-Hilberta do (4.2):

S =
m2
P

2

Z
d4x
q
�det (h��)R (h)�

�T3
2

Z
d4xe��

q
�det (h��)

�
h��
�� � 2�

�
;

(4.3)
gdzie m2

P = (8�G)
�1. Nast¾epnie stosujemy konstrukcje ADM dla takiego

uk÷adu. W konstrukcji tej zak÷ada si¾e, ·ze obj¾etóśc-́swiata D3-brany M jest
iloczynem: R1��3 gdzie �3 jest 3-wymiarowym przestrzenym ci¾eciemM . Me-
tryka h�� jest wyznaczona przez wektor Nm i funkcj¾e N w nast¾epuj ¾acy sposób:

h00 = �N2 + hmnN
mNn; h0m = hmnN

n; hmn = hmn;

gdzie hmn jest wewn¾etrzn ¾a metryk ¾a na �3. Macierz odwrotna
�
h��

�
do (h��)

ma sk÷adowe:

h00 = �1=N2; h0m = Nm=N2, hmn = h
mn �NmNn=N2:

U·zywaj ¾ac powy·zszych zwi ¾azków otrzymamy:

h��
�� = �
1

N2
(
00 +N

mNn
mn � 2Nm
0m) + h
mn

mn:

Dzia÷anie (4.3) we wspó÷poruszaj ¾acych wspó÷rz¾ednych (Nm = 0, hmn = hmn)
dla metryki Friedmanna-Robertsona-Walkera (FRW):

ds2 = �N2dt2 + a2 (t)

�
dr2

1� ekR2 +R2 �d�2 + sin2 �d�2�
�

(4.4)
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przyjmuje postác:

S =
m2
P

2

Z
�3

d�

Z
R1

dta3N

24 ek
a2
�
 �

a

Na

!235�
�T3
2

Z
R1

dt

Z
�3

d�a3e��N

�
�
00
N2

+
1

a2
hmn
mn � 2�

�
; (4.5)

gdzie

d� =
6R2 sin �p
1� ekR2 dRd�d�

oraz
hmn
mn =

�
1� ekR2� 
RR + 1

R2

�� +

1

R2 sin2 �

��:

Dla naszych celów za÷o·zymy, ·ze �3 ma symetri¾e grupy O (4) a metryka hmn jest
metryk ¾a na S3:Wi¾ec ek = +1. Przy takich za÷o·zeniach dzia÷anie (4.5) przyjmuje
postác:

S = 6�2m2
P

Z
R1

dta3N

24 1
a2
�
 �

a

Na

!235+ 6�2�T3 Z
R1

dta3e��N
h
00
N2

+ 2�
i

��T3
2

Z
R1

dta

Z
S3
d�e��NTr(
); (4.6)

gdzie:
Tr (
) = hmn
mn:

Funkcja N(t) mo·ze býc wybrana dowolnie poprzez rede�nicj¾e wspó÷rz¾ednej cza-
sowej. B¾edziemy przyjmowác nast¾epuj ¾ace cechowanie N = 1.
Ca÷y ten uk÷ad jest zanurzony w p÷askiej 10-wymiarowej czasoprzestrzeni,

która jest wytwarzana przez N BPS Dp-bran. Metryka gMN , dylaton � i pole
C (z sektora RR) dla takiego t÷a maj ¾a postác (np. [78]):

ds210 = gMNdX
MdXN = H�1=2

p ���dX
�dX� +H1=2

p dXIdX
I ; (4.7)

e2� = H(3�p)=2
p ; (4.8)

C =
�
H�1
p � 1

�
dX0 ^ ::: ^ dXp; (4.9)

gdzie indeksy maj ¾a zakresy zmiennósci: �; � = 0; 1:::; p oraz I = p + 1; :::; 9
natomiast Hp jest funkcj ¾a harmoniczn ¾a wspó÷rz¾ednych poprzecznych (XI) do
obj¾etósci-́swiata:

Hp = 1 +
Ngs
r7�p

; (r =
�
XIX

I
�1=2

) (4.11)

oraz
�
���
�
= diag (�1;+1; :::;+1).

B¾edziemy rozpatrywali Dp-brany z wymiarem p > 3 oraz wybierzemy pole
zanurzenia X w postaci:

X (x) =
�
t; x1; :::; x3; X4 (t) ; :::; X9 (t)

�
: (4.12)
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Dla takiego pola zanurzenia otrzymamy:


00 = H�1=2
p

�
�1 +

�
Xi

�
Xi

�
+H1=2

p

�
XI

�
XI ;


mn = H�1=2
p �mn;

gdzie i = 4; :::; p. Ca÷ka po S3 w ostatnim wyrazie (4.6) jest równa:Z
S3
d�e��Tr(
) = 12�2

�
1 + 2 +

1

2
ln 2

�
H(p�5)=4
p :

Tak, wi¾ec dzia÷anie (4.6) przyjmuje postác:

S = 6�2
Z
R1

dt

24m2
Pa

3

0@ 1

a2
�
 �
a

a

!21A� �T3
aH(p�5)=4
p + L

35 ; (4.13)

gdzie L jest zadane przez:

L = �T3a
3

�
�H(p�5)=4

p

�
1�

�
Xi

�
Xi �Hp

�
XI

�
XI

�
+ 2�

�
(4.14)

oraz 
 = 1 + 2 + 1
2 ln 2 ' 3:3466. W kierunkach rozpinanych przez Xi i XI

wprowadzimy wspó÷rz¾edne sferyczne:

Xi = %fi; XI = rhI ;

gdzie fif i = hIh
I = 1. W ogólnym przypadku D3-brana ma niezerowy moment

p¾edu w kierunkach poprzecznych (XI) i niezerowy moment p¾edu w kierunkach
poprzecznych (Xi) do D3-brany, które s ¾a równoleg÷e do bran tworz ¾acych t÷o.

Przy za÷o·zeniu, ·ze:
�
f i =

�
hI = 0 zwi ¾azek (4.14) przyjmuje postác:

L = �T3a
3

�
�H(p�5)=4

p

�
1�

�
%2 �Hp

�
r2
�
+ 2�

�
:

Trzy dynamiczne pola (a; %; r) rozpinaj ¾a mini-superprzestrzeń z dzia÷aniem:

S = 6�2
Z
R1

dt

�
�m2

Pa
�
a
2
+ �T3a

3H(p�5)=4
p

� �
%2 +Hp

�
r2
�
� eU (a; r)� ; (4.15)

gdzie potencja÷eU jest dany przez:

eU (a; r) = a3�T3

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
� a

�
m2
P + �T3
H

(p�5)=4
p

�
: (4.16)

Metryka eG�� na mini-superprzestrzeni jest odczytana z (4.15) i jest postaci:
� eG��� =

0B@ �m2
Pa 0 0

0 �T3a
3H

(p�5)=4
p 0

0 0 �T3a
3H

(p�1)=4
p

1CA : (4.17)

37



Korzystaj ¾ac z równania ruchu dla %:

d

dt

h
a3H(p�5)=4

p

�
%
i
= 0;

otrzymujemy:
�
% = Ja�3H(5�p)=4

p ;

gdzie J jest sta÷¾a. Eliminuj ¾ac
�
% z dzia÷ania (4.15) dostajemy:

S = 6�2
Z
R1

dt

�
�m2

Pa
�
a
2
+ �T3a

3H(p�1)=4
p

�
r2 � U (a; r)

�
(4.18)

oraz potencja÷U jest postaci:

U (a; r) = a3�T3

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
�a

�
m2
P + �T3
H

(p�5)=4
p

�
+J2a�3H(5�p)=4

p :

(4.19)
W ten sposób mini-superprzestrzeń jest zredukowana i jest rozpinana przez pola
a i r. Metryk ¾a G�� dla zredukowanej mini-supreprzestrzeni jest dana poni·zej
przez wyra·zenie:

(G��) =

� �m2
Pa

�T3a
3H

(p�1)=4
p

�
: (4.20)

W przypadku, gdy r jest ustalone, równania dla a s ¾a otrzymane z wi¾ezu
Hamiltonowskiego oraz z (4.18). Maj ¾a one postác: �
a

a

!2
=
�T3
m2
P

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
� 1

a2

�
1 +

�T3


m2
P

H(p�5)=4
p

�
+
1

a6
J2

m2
P

H(5�p)=4
p ;

(4.21)
��
a

a
= � 1

m2
P

�
�T3

�
2��H(p�5)=4

p

�
+
2

a6
J2H(5�p)=4

p

�
: (4.22)

Porównuj ¾ac te równania ze standardowymi równaniami Friedmanna dla cieczy
doskona÷ej z g¾estósci ¾a energii � i císnieniem p: �

a

a

!2
=

1

3m2
P

�� k

a2
; (4.23)

��
a

a
= � 1

6m2
P

(�+ 3p) ; (4.24)

(k jest parametrem krzywizny) zauwa·zamy, ·ze g¾estóśc energii � jest zadana
przez:

� = 3�T3

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
+
3

a6
J2H(5�p)=4

p ; (4.25)
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císnienie p wyra·za si¾e jak nast¾epuje:

p = �3�T3
�
H(p�5)=4
p � 2�

�
+
3

a6
J2H(5�p)=4

p (4.26)

a parametr krzywizny k jest równy:

k = 1 +
�T3


m2
P

H(p�5)=4
p : (4.27)

Pierwszy wyraz po prawej stronie w (4.25) mo·zna interpretowác jako sta÷¾a kos-
mologiczn ¾a �, poniewa·z jego wartóśc jest sta÷a na obj¾etósci-́swiata D3-brany:

� = 3�T3

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
: (4.28)

Równanie stanu dla tej cieczy doskona÷ej jest w formie:

w =
p

�
= �

0@1� 2J2H
(5�p)=4
p

�T3

�
H
(p�5)=4
p � 2�

�
a6 + J2H

(5�p)=4
p

1A : (4.29)

Gdy a!1; powy·zsze równanie przyjmuje postác:

w =
p

�
= �1: (4.30)

Tak wi¾ec dla du·zego a obj¾etóśc-́swiata D3-brany b¾edzie dominowana przez ciecz
doskona÷¾a z ujemnym císnieniem. Obserwator na D3-branie b ¾edzie widzia÷
przyspieszon ¾a ekspansj¾e kierunków przestrzennych brany.
Zauwa·zmy, ·ze dla p = 5 dzia÷anie (4.18) jest postaci:

S = 6�2
Z
R1

dt

�
�m2

Pa
�
a
2
+ �T3a

3H5

�
r2 + a

�
m2
P + �T3�

�
� J2a�3 � a3�T3 (1� 2�)

�
;

(4.31)
gdzie:

H5 = 1 +
Ngs
r2

:

Je·zeli zast ¾apimy pole r przez pole pole ':

' =
p
Ngs + r2 �Ngs ln

 
Ngs +

p
Ngs + r2

r

!
; (4.32)

to dzia÷anie (4.31) przyjmuje form¾e:

S = 6�2
Z
R1

dt

�
�m2

Pa
�
a
2
+ �T3a

3
�
'2 + a

�
m2
P + �T3


�
� J2a�3 � a3�T3 (1� 2�)

�
:

(4.33)
Dla t÷a produkowanego przez 5-brany dzia÷anie jest zredukowane do swobodnego
pola skalarnego ' sprz¾e·zonego z czynnikiem skali a, który posiada potencja÷
v = �a

�
m2
P + �T3


�
+J2a�3+a3�T3 (1� 2�). Dla J = 0 dzia÷anie (4.33) jest

dzia÷aniem dla jednorodnej i izotropowej metryki g sprz¾e·zonej ze swobodnym
polem skalarnym.
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4.1 Równanie Wheelera-De Witta dla D3-brany

W mini-superprzestrzeni rozpinanej przez pola Q = (Q1; :::; QN ) ogólna postác
równania Wheelera-De Witta (WD) jest nast¾epuj ¾aca:�

�}
2

2

1p
�G

@�

�p
�GG��@�

�
+ U (Q)

�
	(Q) = 0; (4.34)

gdzie G�� jest metryk ¾a na mini-superprzestrzeni. W naszym przypadku me-
tryka jest zadana przez równanie (4.20) oraz Q = (a; r). W równaniu (4.34)
nale·zy uwzgl¾edníc uporz ¾adkowanie zmiennych sprz¾e·zonych. Kinetyczne wyrazy
Hamiltonianu dla a i r s ¾a otrzymane z (4.18) i na poziomie klasycznym s ¾a
wyra·zone w równowa·znych postaciach:

P 2a
a
= a�(j+k+1)Paa

jPaa
k;

P 2r

�T3a3H
(p�1)=4
p

=
1

�T3a3
H�[(p�1)=4+u+w]
p PrH

u
pPrH

w
p ;

gdzie j; k; u; w s ¾a dowolnymi liczbami. Jednak·ze na poziomie kwantowym nale·zy
uwzgl¾edníc zwi ¾azki komutacyjne mi¾edzy zmiennymi sprz¾e·zonymi, które prowadz ¾a
do niejednoznacznósci w kwantowym Hamiltonianie. W kanonicznym kwan-
towaniu niejednoznacznóśc uporz ¾adkowania w wyra·zeniu f (x)P 2x dla zmien-
nych sprz¾e·zonych (x; Px) jest rozwi ¾azana jak nast¾epuje:

f (x)P 2x ! �}2 (1 +A+B) f
�
@2

@x2
+

A+ 2B

1 +A+B

f 0

f

@

@x
+

B

1 +A+B

f 00

f

�
;

gdzie A;B s ¾a sta÷ymi. Ró·zniczkowa cz¾éśc operatora Hamiltona w rozwa·zanym
zagadnieniu przyjmuje postác:

}2

2m2
Pa

�
@2

@a2
� 


a

@

@a
+

�

a2

�
+

� }2

2�T3a3H
(p�1)=4
p

�
@2

@r2
+
� (1� p)

4

H 0
p

Hp

@

@r
+
� (p� 1)
4Hp

�
p+ 3

4

H 0
p

Hp
�H 00

p

��
;

gdzie 
; �; �; � reprezentuj ¾a niejednoznacznósci uporz ¾adkowania, prim zás oz-
nacza pochodn ¾a wzgl¾edem r. Równanie WD jest nast¾epuj ¾ace:�

@2

@a2
� 


a

@

@a
+

�

a2

�
	+

� m2
P

�T3a2H
(p�1)=4
p

�
@2

@r2
+
� (1� p)

4

H 0
p

Hp

@

@r
+
� (p� 1)
4Hp

�
p+ 3

4

H 0
p

Hp
�H 00

p

��
	

+
2m2

P

}2
Ueff (a; r)	 = 0; (4.35)
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gdzie efektywny potencja÷Ueff (a; r) jest równy:

Ueff (a; r) = a4�T3

�
H(p�5)=4
p � 2�

�
�a2

�
m2
P + �T3
H

(p�5)=4
p

�
+J2a�2H(5�p)=4

p :

(4.36)
Obecnie za÷o·zymy, ·ze r jest ustalone i b ¾edziemy uwa·zali r za parametr. Przy
tym za÷o·zeniu, potencja÷Ueff oraz funkcja falowa 	 maj ¾a ustalon ¾a wartóśc dla
r; co powoduje, ·ze równanie (4.35) przyjmuje postác:�

d2

da2
� 


a

d

da
� �

a2
� 2m

4
P k

}2
a2 +

2m2
P�

3}2
a4
�
	 = 0; (4.37)

gdzie k, � s ¾a dane przez (4.27-4.28) oraz � = �C � � + �D z C i D równymi:

C =
2m2

P

}2
J2H(5�p)=4

p ;

D =
m2
P (p� 1)

4�T3H
(p+7)=4
p

�
(p+ 3)H 0

p � 4HpH
00
p

�
:

Wspó÷czynnik D mo·zna przepisác jako:

D (r) = � m2
P (p� 1)

4�T3H
(p+7)=4
p

g (r) (4.38)

gdzie:

g (r) =
4 (7� p) (8� p)Ngs

r8�p
[
3 + p

4 (8� p) +
1

r
+
Ngs
r8�p

]: (4.39)

Równanie (4.37) mo·zna przetransformowác do postaci:

d2F

dz2
+
4s+ 1� 


2z

dF

dz
+

�
1� n2

z2
+mz

�
F = 0; (4.40)

gdzie z jest zwi ¾azane z a w nast¾epuj ¾acy sposób:

z = �ia2m
2
P

}

r
k

2
;

a funkcja falowa 	 wyra·za si¾e przez F :

	(z) = zsF (z) : (4.41)

Wspó÷czynniki m i n2 s ¾a równe:

m = �i � }�
3m4

P k

r
2

k
; n2 =

� � 2s (2s� 
 � 1)
4

:

Je·zeli wybierzemy s = (1 + 
) =4, to równanie (4.40) przyjmuje postác:

d2F

dz2
+
1

z

dF

dz
+

�
1� n2

z2
+mz

�
F = 0 (4.42)
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gdzie:
n2 = �=4 + (
 + 1)

2
=16 (4.43)

Równanie to jest podobne do równania Schrödingera rozpatrywanego w zjawisku
Starka. Na pocz ¾atku rozwa·zymy przypadek gdy m = 0. Rozwi ¾azanie F0 (z)
dla m = 0 odpowiada znikaniu sta÷ej kosmologicznej � oraz w obj¾etósci-́swiata
D3-brany istnieje ciecz doskona÷a z g¾estósci ¾a energii � = 3J2H(5�p)=4

p =a6 i rów-
naniem stanu w = +1 (równania (4.25) i (4.29)). Przy naszym za÷o·zeniu, ·ze
r jest parametrem mo·zemy ustalíc tak ¾a wartóśc r0, ·ze m jest równe zero. Dla
takiego r0 otrzymamy zwi ¾azek:

2� = H(p�5)=4
p (r0) (4.44)

oraz parametr k przyjmuje wartóśc:

k = 1 +
T3


2m2
P

H(p�5)=2
p (r0) :

Równanie (4.42) staje si¾e równaniem Bessela:

d2F0
dz2

+
1

z

dF0
dz

+

�
1� n2

z2

�
F0 = 0; (4.45)

z rozwi ¾azaniem równym:

F0 (z) = eEJn (z) + eFYn (z) ;
gdzie Jn i Yn s ¾a funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rz¾edu n.
Funkcja falowa 	 dla m = 0 jest otrzymana z (4.41) i jest równa:

	(a; r0) = a(1+
)=2
�
EIn

�
a2

l2Pl

p
}2k=2

�
+ FKn

�
a2

l2Pl

p
}2k=2

��
; (4.46)

gdzie E i F s ¾a sta÷ymi, In (z) i Kn (z) s ¾a zmody�kowanymi funkcjami Bessela
pierwszego i drugiego rodzaju oraz lPl = }=mPl jest d÷ugósci ¾a Plancka. Funkcja
falowa musi spe÷niác odpowiednie warunki brzegowe, aby by÷a wsz¾edzie regu-
larna. U·zywaj ¾ac rozwini¾éc dla In i Kn w pobli·zu zera, otrzymamy warunek na
regularnóśc 	:

1 + 
 �
q
4� + (
 + 1)

2
:

Oznacza to, ·ze 4� � 0. Jawna postác tego warunku jest nast¾epuj ¾aca:

� 2m2
P

}2H(p�5)=4
p (r0)

J2 � � + �D (r0) � 0; (4.47)

gdzie D (r0) jest zadane przez równanie (4.38). Z tej relacji mo·zna, w zasadzie,
wyznaczýc po÷o·zenia r D3-brany, dla których funkcja falowa jest zadana rów-
naniem (4.46). Dla z ! i1 asymptotyki dla In i Kn s ¾a nast¾epuj ¾ace:

In (z) �
1p
2�z

exp (z) ; Kn (z) �
r

�

2z
exp (�z) :
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Wi¾ec, funkcja falowa (4.46) dla du·zych a ma postác:

	(a; r0) ' lPl

�
2

}2k

�1=4
a(
�1)=2

�
e exp

�
+
a2

l2Pl

p
}2k=2

�
+ f exp

�
� a2

l2Pl

p
}2k=2

��
:

(4.48)
Efekty branowego t÷a s ¾a zawarte w k i w rz¾edzie n funkcji Bessela. Regularnóśc
funkcji falowej w pobli·zu zera narzuca zwi ¾azek (4.46) na mo·zliwe po÷o·zenia
D3-brany. Przewidywania wynikaj ¾ace z tej funkcji falowej s ¾a dobrze znane i
dyskutowane w zwi ¾azku z rozpadem fa÷szywej pró·zni [79].
Drugie dok÷adne rozwi ¾azanie (4.40) jest otrzymane dla s = (
 � 1) =4 i n2 =

0. W tym przypadku (4.40) przyjmuje postác:

d2F

dz2
+ (1 +mz)F = 0: (4.49)

Powy·zsze równanie jest równaniem Airy:

d2�

dt2
+

1

m2
t� = 0; (4.50)

gdzie t = 1 + mz oraz F (z) = � (1 +mz). Rozwi ¾azania � równania (4.50)
zale·z ¾a od znaku m2. Dla m2 > 0 i dla m2 < 0 s ¾a one dane przez zwi ¾azki:

�+ (t) =

p
t

3

�
A0J�1=3

�
2

3jmj t
3=2

�
+B0J1=3

�
2

3jmj t
3=2

��
; (4.51)

�� (t) =

p
t

3

�
AI�1=3

�
2

3jmj t
3=2

�
+BI1=3

�
2

3jmj t
3=2

��
: (4.52)

Poniewa·z m2 = �
�
l4Pl�
6

�2 �
2
}2k
�3
< 0; rozwi ¾azanie jest zadawane przez (4.52).

Ostatecznie funkcja falowa 	 przyjmuje postác:

	(a; r0) =
ei�s

3

 
1

l2Pl

r
}2k
2

!s
a2s

s
1� a2

a20
�

�
"
AI�1=3

 
4

l4Pl�

�
}2k
2

�3=2�
1� a2

a20

�3=2!
+BI1=3

 
4

l4Pl�

�
}2k
2

�3=2�
1� a2

a20

�3=2!#
(4.53)

gdzie a20 � 3}2k=
�
�l2Pl

�
oraz s = (
 � 1) =4. Jest ona prawdziwa dla n2 = 0:

� + (
 � 1) (
 + 3) =4 = 0: (4.54)

Powy·zszy warunek ustala po÷o·zenie r0 D3-brany, poniewa·z � jest zadawane przez
Hp (równania (4.38) i (4.39)). Funkcja falowa (4.53) ma oscyluj ¾acy charakter dla
3}2k=

�
�l2Pl

�
< a2 i jest regularna dla wszystkich a � 0. Jak mo·zna zauwa·zýc

(4.53) ma postác funkcji Hartle�a-Hawkinga dla pustego wszech́swiata ze sta÷¾a
kosmologiczn ¾a [80].
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W ten sposób otrzymalísmy dwa szczególne rozwi ¾azania równania (4.40),
odpowiadaj ¾ace ustalonym po÷o·zeniom D3-brany. Pierwsze rozwi ¾azanie (4.46)
jest otrzymane dla znikaj ¾acej sta÷ej kosmologicznej � na D3-branie, której obj¾etóśc-
świata jest wype÷niona ciecz ¾a doskona÷¾a o g¾estósci energii 3J2H(5�p)=4

p =a6. Rozwi ¾azanie
to jest poprawne w obszarze, w którym zachodzi zwi ¾azek (4.47). Drugie rozwi ¾azanie
(4.53) jest otrzymane dla po÷o·zenia D3-brany ustalonej przez (4.54).
Obecnie rozpatrzymy prawdopodobieństwo tunelowania w potencjale (4.36)

dla ustalonego r0; gdy m;n 6= 0. Dla s = (
 � 1) =4 równanie (4.40) przyjmuje
postác:

d2F

dz2
+

�
1� n2

z2
+mz

�
F = 0; (4.55)

gdzie:
n2 = �=4 + (
 � 1) (
 + 3) =16: (4.56)

Równanie to mo·zemy rozpatrywác jako równanie Schrödingera z potencja÷em
V (z), które ma zerow ¾a wartóśc w÷asn ¾a:

d2F

dz2
� V (z)F = 0; (4.57)

gdzie V (z) jest dane przez:

V (z) = �1 + n2

z2
�mz: (4.58)

Dla zmiennej rzeczywistej y = � a2

l2Pl

p
}2k=2 < 0; takiej ·ze z = iy; potencja÷V

ma postác:

V (y) = �1� n2

y2
+ xn2

�
2

}2k

�3=2
y; (4.59)

gdzie x = l4Pl�=
�
6n2
�
a lPl jest sta÷¾a Plancka. Wykres potencja÷u V jest nasz-

kicowany poni·zej:
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Zmienna y ma znaczenie �zyczne tylko dla y < 0. Potencja÷V ma maksimum
dla

ymax = �
�
2

x

�1=3�}2k
2

�1=2
i jego wartóśc jest równa:

Vmax = �1� 3n2
�x
2

�2=3 2

}2k
: (4.60)

Czynnik skali a20 odpowiadaj ¾acy ymax jest równy:

a20 = l2Pl

�
2

x

�1=3
i jest wi¾ekszy ni·z lPl dla x < 2. W �zyce klasycznej, nigdy nie przejdziemy
z obszaru, gdzie a < a0; do obszaru, gdzie a > a0; je·zeli energia uk÷adu E
jest mniejsza ni·z Vmax. Oznacza to, ·ze D3-brana b¾edzie kurczy÷a si¾e do ze-
rowych rozmiarów, je·zeli a < a0. Jednak·ze w re·zimie kwantowym istnieje
niezerowe prawdopodobieństwo tunelowania do obszaru, gdzie a > a0. Ob-
szar ten odpowiada ekspansji obj¾etósci-́swiata D3-brany. Prawdopodobieństwo
tunelowania � w kwazi-klasycznym przybli·zeniu jest zadawane przez:

� ' exp
�
�2
}

Z y3

y2

p
�E + V (y)dy

�
; (4.61)

gdzie granice ca÷kowania y3, y2 s ¾a dane przez rozwi ¾azanie równania:

E � V (y) = 0:

45



Pierwiastki y3, y2 s ¾a ujemne i uporz ¾adkowane w nast¾epuj ¾acy sposób: y3 <
y2 < 0. Wi¾ec dla y 2 (y3; y2) i E < Vmax < 0 otrzymamy:

E � V (y) < 0:

Oznacza to, ·ze ca÷ka I =
R y3
y2

p
�E + V (y)dy jest rzeczywista i ma postác:

I = n
p
x

�
2

}2k

�3=4 Z y3

y2

dy

y

p
f (y); (4.62)

gdzie funkcja f jest wielomianem trzeciego stopnia:

f (y) = y3 + �y2 � w; (4.63)

gdzie � = �w (E + 1) =
�
n2
�
i w =

�
}2k=2

�3=2
=x. Granice ca÷kowania y3 i y2

b¾ed ¾a zale·za÷y od wartósci energii E. Zrobimy rozs ¾adne za÷o·zenie, przyjmuj ¾ac, ·ze
minimalna wartóśc czynnika skali a jest równa d÷ugósci Plancka lPl = }=mPl.
Ta minimalna wartóśc odpowiada yPl = �}

p
k=2, w której potencja÷V jest

równy:

V (yPl) = �1� 2n2
1 + x

}2k
; (4.64)

oraz Vmax > V (yPl). Wspó÷czynnik � dla E = V (yPl) ma wartóśc:

� =

r
}2k
2

�
1 +

1

x

�
: (4.65)

Dla wartósci energii E = V (yPl) wyk÷adnik w (4.61) jest równy:

p
�E + V (y) =

p
�V (yPl) + V (y) = n

p
x

�
2

}2k

�3=4
1

y

p
f (y): (4.66)

Oznacza to, ·ze wielomian f (y) ma pierwiastek dla y = yPl < 0 i dolna granica
ca÷kowania jest równa: y2 = yPl. Pozosta÷e pierwiastki wielomianu s ¾a dane
przez zwi ¾azki:

y1 =
1

2x

r
}2k
2

�
�1 +

p
1 + 4x

�
; (4.67)

y3 = �
1

2x

r
}2k
2

�
1 +

p
1 + 4x

�
: (4.68)

Uporz ¾adkowane s ¾a one w nast¾epuj ¾acy sposób: y3 < yPl < 0 i y1 > 0. Górna
granica ca÷kowania jest równa y3 oraz wielomian f = (y� y3) (y � yPl) (y � y1)
jest dodatni dla y 2 (y3; yPl). Szerokóśc bariery potencja÷u b jest równa yPl�y3:

b =

r
}2�
2

�
�1 + 1 +

p
1 + 4x

2x

�
(4.69)
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i jest wi¾eksza, ni·z zero dla x 2 (0; 2) oraz znika dla x = 2.
Ca÷ka (4.62) jest ca÷k ¾a eliptyczn ¾a i jest równa:

I = n
p
x

�
2

}2k

�3=4 ��
3
I1 � wI�1

�
; (4.70)

gdzie:

Is =

Z y3

yPl

ysp
f (y)

dy (4.71)

i s = �1; 1. Wykonuj ¾ac podstawienie standardowe y = y3 + (yPl � y3) sin2 � w
ca÷kach Is otrzymujemy:

I1 = �
2y1p
y1 � y3

K (�) + 2
p
y1 � y3E (�) ; (4.72)

I�1 = �
2

y3
p
y1 � y3

�(c; �) ; (4.73)

gdzie K (�) ; E (�) i �(c; �) s ¾a, odpowiednio zupe÷nymi ca÷kami eliptycznymi
pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju:

K (�) =

Z �=2

0

d�p
1� � sin2 �

;

E (�) =

Z �=2

0

q
1� � sin2 �d�;

�(c; �) =

Z �=2

0

d��
1� c sin2 �

�p
1� � sin2 �

: (4.74)

Parametry � i c s ¾a równe:

� =
yPl � y3
y1 � y3

=
1

2

�
1 +

1� 2xp
1 + 4x

�
; (4.75)

c = �yPl � y3
y3

=
1

2

�
3�

p
1 + 4x

�
> 0: (4.76)

Przyjmuj ¾a one wartósci: 0 < � < 1 i 0 < c < 1 dla x 2 (0; 2). Wi¾ec ca÷ka I jest
równa:

I = n
p
x

�
2

}2k

�3=4�
� 2�y1
3
p
y31

K (�) +
2�
p
y31

3
E (�) +

2w

y3
p
y1 � y3

�(c; �)

�
;

(4.77)
gdzie y31 = y1 � y3 > 0 i y32 = y2 � y3 > 0. Zbieraj ¾ac powy·zsze zwi ¾azki
otrzymujemy I jako funkcj¾e x i n:

I (x; n) = n
1 + x

6x (1 + 4x)
1=4

�
4
p
1 + 4xE (�) +

�
1�

p
1 + 4x

�
K (�)

�
+

+n
1�

p
1 + 4x

(1 + 4x)
1=4

�(c; �) : (4.78)
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Funkcja ta zmierza do1; je·zeli x! 0; i jest malej ¾aca funkcj ¾a x z minimum dla
x = 2

I (2; n) =
�n

4
p
2
: (4.79)

Dla wartósci x = 2 szerokóśc bariery znika oraz n2 = l4Pl�=12. Dla x = 2
wartóśc prawdopodobieństwa tunelowania � jest równa:

� = exp(�2
}
I (2; n)) = exp

�
� �n

2
p
2}

�
: (4.80)

Poniewa·z n � 0 i jest funkcj ¾a r oraz parametrów zwi ¾azanych z uprz ¾adkowaniem
(równania (4.56), (4.36) i (4.39)), wi¾ec � przyjmuje swoj ¾a maksymaln ¾a wartóśc
dla n = 0; co odpowiada znikaniu sta÷ej kosmologicznej (� = 0) na D3-branie.
Po÷o·zenie rmax, dla którego � jest maksymalne, jest okréslone z warunku:

n (rmax) = 0:

Funkcja falowa dla takich po÷o·zeń jest zadana przez (4.46).
Podsumowuj ¾ac, rozpatrzylísmy grawitacj¾e na D3-branie, która jest zanu-

rzona w p÷askiej 10-wymiarowej czasoprzestrzeni. Dzia÷anie dla takiego uk÷adu
jest opisywane sum ¾a dzia÷ań Hilberta-Einsteina oraz dzia÷ania DBI. Chocia·z
dzia÷anie DBI jest nieliniowe, to mo·zna je zapisác w dogodniejszej postaci z
dodatkowym polem na D3-branie. Klasyczne równania ruchu prowadz ¾a do
wniosku, ·ze wraz ze wzrostem czynnika skali a otrzymujemy przyspieszon ¾a
ekspansj¾e obj¾etósci-́swiata D3-brany. Aby opisác kwantowo-mechaniczne w÷ásci-
wósci uk÷adu, zosta÷o rozpatrzone równanie Wheelera-de Witta. Jawna postác,
rozwi ¾azania tego równania, zosta÷a znaleziona w dwóch szczególnych przypad-
kach. W pierwszym przypadku funkcja falowa ma postác funkcji zwi ¾azanej
z tunelowaniem instantonów, w drugim zás przypadku otrzymujemy funkcj¾e
falow ¾a Hartle�a-Hawkinga. Postác funkcji falowej zale·zy od po÷o·zenia r D3-
brany. Dla ustalonego po÷o·zenia r równanie WD jest podobne do równania
stosowanego przy opisie zjawiska Starka. Metody zaburzeniowe, których u·zywa
si¾e w tym opisie, nie s ¾a tu odpowiednie, poniewa·z nie wiadomo, który para-
metr w równaniu (4.42) nale·zy traktowác jako ma÷y. Za÷o·zylísmy, ·ze minimalna
wartóśc czynnika skali a, dla którego model jest jeszcze prawdziwy, to d÷ugóśc
Plancka. Dla tej wartósci a obliczylísmy prawdopodobieństwo przej́scia �, które
jest skończone i zale·zy od � i r. Maksymalna wartóśc � jest osi ¾agana dla x = 2
oraz sta÷a kosmologiczna jest równa � = 12n2l�4Pl .
Rozpatrywany model ma cechy analogiczne do cech atomu wodoru w zewn¾etrznym

polu elektrycznym. Takie pole jest tu reprezentowane przez Dp-brany tworz ¾ace
t÷o, D3-brana natomiast odpowiada atomowi wodoru. Tunelowanie D3-brany z
rozmiarów Plancka do obszaru klasycznego odpowiada jonizacji atomu.
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5 Anizotropowa ewolucja D3-brany

W [81] rozpatrywa÷em D3-brane z topologi ¾a iloczynu kartezjańskiego p÷askiej
n-wymiarowej p÷askiej przestrzeni Vn oraz (3� n)-wymiarowej sfery S3�n:

Vn � S3�n (5.1)

gdzie n = 0; 1; 2; 3. Taka D3 brana jest zanurzona w nietrywialnym tle pro-
dukowanym przez Dp-brany. Rozwi ¾aznia tworz ¾ace t÷o [np. 66, 78] posiadaj ¾a
grup¾e symetrii R1�E(6�p)�SO (p+ 3) (E(6�p) jest grup ¾a Euklidesa w (6�p)-
wymiarach) i s ¾a zadane równaniami (3.22-3.27) gdy d + ed = 8 oraz d = 1 + p
co odpowiada 10-wymiarowej czasoprzestrzeni M10. Wspó÷rz¾edne na M10 s ¾a
oznaczone jako XM = (t;X1; :::; X6�p; r; '1; :::; 'p+2) gdzie ' parametryzuj ¾a
Sp+2. Wybieramy cechowanie w którym pole zanurzenia X D3-brany w M10

ma nast¾epuj ¾ac ¾a postác:

XM (� ; �; �) =
�
t (�) ; �1; :::; �n; Xn+1; :::; X6�p; r (�) ; �1; :::; �3�n; '9�n+1 (�) ; :::; 'p+2 (�)

�
;

(5.2)
gdzie � oraz � s ¾a odpowiednio wspó÷rz¾ednymi na Vn oraz na sferze S3�n. Dzi-
a÷anie DBI dla takiego zanurzenia przyjmuje postác:

S = �T3vol (Vn)
Z
d�d3�n�

�
e��

q
�det

�

��
�
� �3;pA

�
t

�
: (5.3)

Kropka oznacza pochodn ¾a po czasie w÷asnym � . Indukowana metryka 
�� jest
zadna zwi ¾azkami:


00 = ��+�
� 7�p

8
�

�
t
2

+��1+ �
(3�p)2
2(1+p)

�1
�

�
r
2
+ r2hbrbs �'br �'bs; (5.4)


ab = �
1+p
8

� �ab; 
babb = r2hbabb; (5.5)

gdzie a; b = 1; :::n, ba;bb = 1; :::; 3�n oraz br, bs = 3�n+1; :::; p+2. Wspó÷czynniki
hbabb i hbrbs s ¾a sk÷adowymi metryki hrs (r; s = 1; :::; p+ 2) na sferze Sp+2. Pole A
jest sk÷adow ¾a pola cechowania t÷a: A = A0:::p wyst¾epuj ¾ac ¾a w rozwi ¾azaniu (3.13)
oraz F = dA. Podstawiaj ¾ac (5.4) oraz (5.5) do (5.3) otrzymamy dzia÷anie z
nast¾epuj ¾acym Lagran·zianem:

L = vol
�
Sk�n

���
t
2

���2+ �
1�p
1+p

�
�
r
2
�1=2

rk�n�
1=2
+ �

[5(1�p)+n(1+p)]=16
� � �k;pAw

�
t;

(5.6)
który prowadzi do nast¾epuj ¾acego równania ruchu:�

dr

dt

�2
=

"
1�

r2(k�n)�
1=2
+ �

[5(1�p)+n(1+p)]=16
�

(E + �k;pAw)
2 vol2

�
Sk�n

�#
�2+�

� 1�p
1+p

� ; (5.7)

gdzie E jest sta÷¾a ca÷kowania oraz w =
R
d3�n�. Powy·zsze równanie daje nam

po÷o·zenie r D3-brany w ustalonym tle jako funkcj¾e czasu wspó÷rz¾ednósciowego
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t w M10. Czas t oraz czas w÷asny � na D3-branie s ¾a zwi ¾azna w nast¾epuj ¾acy
sposób:

d�2 = �
 
�+�

� 7�p
8

� ���1+ �
(3�p)2
2(1+p)

�1
�

�
r
2
� r2hbrbs �'br �'bs

!
dt2: (5.8)

Metryka indukowana przedstawiona w czasie w÷asnym � ma postác:

ds2 = �d�2 + e2�d�ad�a + e2�hbabbd�bad�bb; (5.9)

gdzie exp 2� = �
1+p
8

� , exp 2� = r2 oraz r = r (�) i jest rozwi ¾azniem równania
(5.7) wyra·zonym w funkcji czasu � . Jak mo·zna zauwa·zýc (5.9) ma postác me-
tryki typu Bianchi dla jednorodnej przestrzeni z dwoma czynnikami skali, które
s ¾a zale·zne od czasu w÷asnego � . Czas ten dla obserwatora umieszczonego na
D3-branie jest czasem kosmologicznym i taki obserwator mo·ze napisác równania
ruchu dla tych czynników skali. Równania t¾e s ¾a zadane przez teori¾e grawitacji
Einsteina i zapisane w konforemnym czasie x0 (zwi ¾azanym z � przez relacj¾e
dx0 = exp (��) d�) maj ¾a postác:

n (n� 1)
�
�0
�2
+ 2mn�0�0 +m (m� 1)

�
�0
�2
+ e2��2� eR = 16�G eT00; (5.10)

h
2 (1�m)�00 � 2n�00 + 2n (2�m)�0�0 +

�
2n+m�m2 � 2

� �
�0
�2

�n (n+ 1)
�
�0
�2 � e2��2� eRi �ab = 16�G eTab; (5.11)

e2��2�
h
2 (1� n)�00 � 2m�00 + (2m�mn� n)�0�0 �m (m� 1)

�
�0
�2

�n (n� 1)
�
�0
�2i

hbabb + 2
�eRbabb � 12 eRhbabb

�
= 16�G eTbabb; (5.12)

prim oznacza pochodn ¾a po x0. Tensor Ricciego eRbabb oraz skalar krzywizny eR
s ¾a wyznaczone przez metryk¾e hbabb oraz m = 3 � n. W równanich tych zosta÷y
uwzgl¾ednione pola materii w obj¾etósci-́swiata, które s ¾a zadawane przez tensor

energii-p ¾edu eT�� = �eT00; eTab; eTbabb�. Tensor ten jest zde�niowany ze wzgl¾edu na
metryk¾e (5.9) wyra·zon ¾a w konforemnym czasie x0 i ma postác:

eT�� = 2p�g
@Lm
@g��

; (5.13)

gdzie Lm jest g¾estósci ¾a Lagra·zianu dla pól materii w obj¾etósci-́swiata. U·zywa-
j ¾ac zwi ¾azków �0 = exp (�) d�=d� i �0 = exp (�) d�=d� równanie (5.10) mo·zna
przepisác jako:

n (n� 1)H2
1 + 2mnH1H2 +m (m� 1)H2

2 + e
�2� eR = 16�GT00; (5.14)
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gdzie T00 jest g¾estósci ¾a energii wyra·zon ¾a w metryce (5.9). Zwi ¾azek mi¾edzy eT00
oraz T00 jest nast¾epuj ¾acy: eT00e�2� = T00. WielkósciH1 orazH2 s ¾a parametrami
Hubbla: H1 = d�=d� , H2 = d�=d� dla obserwatora w obj¾etósci-́swiata D3-
brany. Jawna postác tych parametrów jest nast¾epuj ¾aca:

H1 =
(p+ 1)

2

16
�

rrp+1�

rp+1 � rp+1�

dr

d�
; H2 =

1

r

dr

d�
: (5.15)

Mo·zemy utworzýc ich iloraz �, który mierzy anizotropie rozszerzania w kierunk-
ach zwi ¾azanych z przestrzeniami Vn oraz S3�n nast¾epnie przyjmujemy, ·ze r� =
r+ = R (co oznacza, ·ze Dp-brany tworz ¾ace t÷o s ¾a BPS) wi¾ec :

H1

H2
=
(p+ 1)

2

16
� r2Rp+1

rp+1 �Rp+1 � � (r) : (5.16)

Wartóśc tego ilorazu zale·zy od po÷o·zenia D3-brany r, które jest rozwi ¾azniem
równania (5.7).
Z drugiej strony wiadomo, ·ze parametry H1 oraz H2 spe÷niaj ¾a równanie

(5.14) parametryzowane przez n. Dla kolejnych wartósci n otrzymamy nast¾epu-
j ¾ace równania:
dla n = 0:

H2
2 +

1

6
e�2� eR = 8�G

3
T00; (5.17)

dla n = 1
H2
2 + 2H1H2 +

1

2
e�2� eR = 8�GT00; (5.18)

dla n = 2
H2
1 + 2H1H2 +

1

2
e�2� eR = 8�GT00; (5.19)

dla n = 3

H2
1 =

8�G

3
T00: (5.20)

Równania. (5.17) oraz (5.20) s ¾a odpowiednio równaniami na � oraz � i przed-
stawiaj ¾a izotropow ¾a ewolucj¾e obj¾etósci świata D3-brany. W pierwszym przy-
padku odpowiada to ewolucji 3-sfery a w drugim p÷askiej przestrzeni. Równania
(5.18) oraz (5.19) daj ¾a zwi ¾azki mi¾edzy H1 i H2. Mo·zna zauwa·zýc, ·ze przypadki
n = 1 oraz n = 2 s ¾a symetryczne tak, wi¾ec skupimy si¾e na przypadku n = 1.
U·zywaj ¾ac równań (5.16) oraz (5.18) dostaniemy:

H2
2 (1 + 2�) +

1

2
e�2� eR = 8�GT00: (5.21)

Wszystkie elementy powy·zszego równania s ¾a funkcjami r; który zale·zy od czasu
t zgodnie z równaniem (5.7), które dla r� = r+ = R ma postác:�

dr

dt

�2
=

"
1� r2(3�n)�1=2+[5(1�p)+n(1+p)]=16

(E + �3;pAw)
2 vol2

�
S3�n

�#
�

1+3p
1+p : (5.22)
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Rozwi ¾azania tego równania zale·z ¾a mi¾edzy innymi od wymiaru pDp-bran tworz ¾a-
cych t÷o. Dlatego musimy rozpatrywác ka·zdy wymiar p osobno. Chodzia·z w
teorii typu IIB wymiary bran s ¾a nieparzyste rozpatrzymy równie·z p = 0, które
odpowiada D-cz ¾astk ¾a.
Dla p = 0 (D-cz ¾astka) otrzymamy nast¾epuj ¾ac ¾a ca÷k¾e:Z p

rdr
p
r �R

q
1� r2(���0) (r �R)2�0 �2n

= t+ t0; (5.23)

gdzie �2n =
�
vol
�
S3�n

�
=E
�2
oraz � = 3 � n , 2�0 = (13 + n) =16. Liczba

p÷askich wymiarów n = 0; 1; 2; 3: Przypadki n = 0 oraz n = 3 odpowiadaj ¾a
jednemu parametrowi Hubble.
Dla p = 1 (D-struna) dostaniemy:Z

r2dr

(r2 �R2)
q
1� r2(���1) (r2 �R2)2�1 �2n

= t+ t0; (5.24)

gdzie 2�1 = (9 + 2n) =16.
Dla p = 3:Z

r5dr

(r4 �R4)5=4
q
1� r2(���3) (r4�R4)2�3

(E+Aw)2
vol2 (S3�n)

= t+ t0; (5.25)

gdzie 2�3 = (2n� 1) =8. W powy·zszych dwóch przypadkach n = 0; 1; 2; 3.
Dla p = 5:Z

r8dr

(r6 �R6)4=3
q
1� r2(���5) (r6 �R6)2�5 �2n

= t+ t0; (5.26)

gdzie 2�5 = 3 (n� 2) =8 oraz liczba p÷askich wymiarów n = 0; 1.
Powy·zsze ca÷ki s ¾a trudne do obliczenia w sposób analityczny. Mo·zna je

oszacowác gdy parametr E zmierza do nieskończonósci (co oznacza, ·ze �n ! 0).
W takiej granicy wszystkie ca÷ki maj ¾a proste asymptotyki: r � t. Oznacza
to, ·ze D3-brana oraz Dp-brany t÷a tworz ¾a uk÷ad niezwi ¾azany. Wi¾ec z (5.16)
otrzymamy wartósci � dla du·zych r::

H1

H2
= � !

r!1

8<: 1 p = 0
R2=4 p = 1
0 p > 1

: (5.27)

W granicy du·zego r i w tle produkowanym przez D1-brany równanie (5.21)
przyjmuje postác:

H2
2

�
1 +

1

2
R2
�
+
1

2
e�2� eR = 8�GT00; (5.28)
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które dla R = 2 staje si¾e równaniem Friedmmana ze sta÷¾a przestrzen ¾a krzywizn ¾a
6 eR to oznacza, ·ze H1 = H2. Poniewa·z R jest zwi ¾azany z ÷adunkiem i mas ¾a rów-
naniami (3.26) i (3.28) to warunek R = 2 nak÷ada wi¾ez na ÷adunek topologiczny
g5 oraz na mas¾e m5 dualnych D5-bran do D1-bran. W rozwa·zanym przypadku
(R = 2) dostajemy wartósci:

g5 = 24
p
2�2=�; (5.29)

m5 = 24�
2=�2: (5.30)

Ze zwi ¾azku (5.27) widác, ·ze dla p = 0 ekspansja p÷askich wymiarów jest o
wiele szybsza ni·z wymiarów zwi ¾azanych ze sfer ¾a. Druga mo·zliwóśc dla p = 0 jest
taka, ·ze H2 = 0 co oznacza, ·ze sfera nie podlega ekspansji. Kiedy p > 1 sfera
ekspanduje szybciej ni·z p÷aska przestrzeń albo H1 = 0 co oznacza, ·ze p÷aska
przestrzeń jest statyczna.
Rozpatrywany model jest przyk÷adem "zabawkowego" modelu kosmolog-

icznego. Obserwowana izotropowa ekspansja naszego wszech́swiata jest real-
izowana w tym modelu jako warunek na równóśc parametrów Hubble. Ten
warunek nak÷ad wi¾ez na dopuszczalne masy i ÷adunki D-bran tworz ¾acych t÷o.
W naszym przypadku wartósci ÷adunku i masy zosta÷y otrzymane przy za÷o·ze-
niu, ·ze D3-brana ma topologi¾e iloczynu kartezjańskiego n-wymiarowej p÷askiej
przestrzeni oraz (3� n)-wymiarowej sfery.

6 Zamkni¾ete krzywe czasowe w teorii strun

W rozwi ¾azaniach równań Ogólnej Teorii Wzgl¾ednósci (OTW) istniej ¾a czaso-
przestrzenie, które posiadaj ¾a zamkni¾ete krzywe czasowe (ZKC). Poruszaj ¾ac si¾e
po takiej krzywej wraca si¾e do punktu wyj́scia, zanim si¾e wyruszy÷o w po-
dró·z. Dobrze znanym przyk÷adem jest czasoprzestrzeń Gödla. Rozwi ¾azania
z ZKC s ¾a odrzucane, jako nie�zyczne. Jednak·ze w samej strukturze ogólnej
teorii wzgl¾ednósci (OTW) nie ma ·zadnego mechanizmu, który by zapobiega÷
tworzeniu si¾e zamkni¾etych krzywych czasowych. Wi¾ec wydaje si¾e, ·ze odpowied-
ni ¾a teori ¾a do rozpatrzenia zagadnień przyczynowósci a dok÷adnie rozwi ¾azań z
ZKC jest teoria strun. Poniewa·z z jednej strony struktura przyczynowa jest
zwi ¾azana ze struktur ¾a konforemn ¾a czasoprzestrzeni a z drugiej strony syme-
tria konforemna na powierzchni świata struny jest podstawow ¾a symetri ¾a to ta
istniej ¾aca analogia mi¾edzy strukturami konforemnymi mo·ze býc przydatna w
rozwa·zaniach zwi ¾azanych z przyczynowósci ¾a.

6.1 Struktura przyczynowa

Poni·zej przedstawi¾e poj¾ecia zwi ¾azane ze struktur ¾a przyczynow ¾a [82], które zostan ¾a
pó́zniej wykorzystane:
1. Mocna przyczynowóśc (mocna kauzalnóśc): dla ka·zdego punktu p nale·z ¾acego

do czasoprzestrzeni M i ka·zdego otoczenia O punktu p istnieje otoczenie V za-
warte w O takie, ·ze ka·zda krzywa kauzalna (czasowa) przecina V dok÷adnie
raz.
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2. Stabilnóśc kauzalna: czasoprzestrzeń (M;G) jest stabilna kauzalnie jésli
istnieje ci ¾ag÷e nieznikaj ¾ace czasowe pole wektorowe t takie, ·ze czasoprzestrzeń
M z metryk ¾a G nie ma zamkni¾etych krzywych czasowych. Stabilnóśc kauzalna
oznacza istnienie globalnej funkcji czasu na M .
Zamkni¾ete krzywe czasowe pojawiaj ¾a si¾e w czasoprzestrzeniach, które s ¾a

czasowo orientowalne. Czasowa orientowalnóśc jest zadana przez okréslenie
klas równowa·znósci nie-przestrzennych wektorów na skierowane ku przysz÷ósci
i skierowane ku przesz÷ósci. Sposób okréslenia tych klas jest zadany przez glob-
alne pole wektorowe: � = �M@M . Nie-przestrzenny wektor V = VM@M jest
skierowany ku przysz÷ósci jésli:

GMNV
M�N < 0 (6.01)

oraz skierowany ku przesz÷ósci jésli:

GMNV
M�N > 0: (6.02)

Metryka GMN ma sygnatur¾e (�;+; :::;+). Takie rozró·znienie przesz÷ósci i
przysz÷ósci nie zale·zy od pola wektorowego � i jest globaln ¾a cech ¾a czasoprzestrzeni.
ZKC jest czasow ¾a zamkni¾et ¾a krzyw ¾a 
, której wektor styczny jest skierowany
ku przysz÷ósci:

GMN
dX

d�

M dXN

d�
< 0; GMN�

M dXN

d�
< 0 (6.03)

gdzie 
 jest parametryzowana przez parametr � 2 S1 oraz 
 (�) =
�
XM (�)

�
.

ZKC mog ¾a istniéc tylko w czasoprzestrzeniach czasowo orientowalnych.

6.2 Model sigma w metrykach typu Gödla

Motywacja do rozpatrywania modelu sigma z metryk ¾a "targetu" typu Gödla
wynika z dwóch nast¾epuj ¾acych faktów:

1. 3-wymiarowa czasoprzestrzeń Gödla zosta÷a otrzymana jako wynik owija-
nia si¾e M2 bran w strumieniowej kompakty�kacji M teorii [83]

2. 3-wymiarowa rodzina czasoprzestrzeni Gödla zosta÷a otrzymana jako dok÷adne
rozwi ¾azanie grawitacji (w 2+1 wymiarach) sprz¾e·zonej z dzia÷aniem teorii
Maxwella-Cherna-Simonsa (MCS) [84]. Jak si¾e okazuje, teorie cechowa-
nia w trzech wymiarach z dzia÷aniem Cherna-Simonsa s ¾a realizowane na
branach w teorii typu IIB [85, 86]. Poniewa·z dzia÷anie dla grawitacja
w 2+1 wymiarach jest równie·z reprezentowana jako dzia÷anie Cherna-
Simonsa wi¾ec otrzymane rozwi ¾azania w [84] mo·zna traktowác jako szczególny
przyk÷ad teorii cechowania realizowanej na branie.

Co wi¾ecej metryki Gödla, które zosta÷y otrzymane w [84] przechodz ¾a w
granicy w metryk¾e anty-de Sittera. W pracy [87] otrzymuj¾e zwi ¾azki ÷¾acz ¾ace
istnienie ZKC z warunkami, które musz ¾a spe÷niác sta÷e sprz¾e·zenia ki odpowied-
nich dzia÷ań Cherna-Simonsa. W nast¾epnej cz¾ésci tej pracy rozpatruj¾e model
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sigma z metryk ¾a typu Gödla oraz deformacje konforemnej teorii pola (zwi ¾azanej
z tym modelem sigma) przez dok÷adne marginalne operatory (exactly marginal
operators). W wyniku tej operacji dostaje rodziny metryk "targetu", w których
ZKC pozostaj ¾a oraz rodziny metryk w których ZKC znikaj ¾a. Struktura przy-
czynowa "targetu" jest zale·zna od operatorów konforemnej teorii pola. Podaj¾e
warunki, które musz ¾a spe÷niác parametry deformacji aby ZKC czasoprzestrzeni
typu Gödla znika÷y w nowym "targecie".
Z modelem sigma mo·zna zwi ¾azác 2-wymiarow ¾a konforemn ¾a teori¾e pola gdy

dla pól "targetu" [rozmaitóśc Mn oraz pola (GMN ; BMN ;�) tworz ¾a "target"]
znikaj ¾a odpowiednie funkcjona÷y �. Rodzina metryk, któr ¾a rozpatruj¾e jest
zwi ¾azana z dok÷adnymi marginalnymi operatorami 2-wymiarowej konforemnej
teorii pola [88].
W konforemnym cechowaniu na powierzchni świata �2 bozonowa cz¾éśc dzia-

÷ania dla modelu sigma ma postác

S =
1

2�

Z
�2

d2z (GMN +BMN ) @X
M@XN

+
1

4�

Z
�2

� (X)R(2)d2z; (6.1)

gdzie X jest odwzorowaniem z �2 w rozmaitóśc Mn. Na Mn s ¾a okréslone
pola: metryka GMN , antysymetryczne pole BMN oraz dylaton �. . Krzywizna
skalarna �2 jest oznaczona przez R(2). W pracy [87] rozpatruj¾e metryk¾e GMN ,
która interpoluje metryk¾e Gödla i metryk¾e anty-de Sittera:

ds2� = 4a
2
�
�d�2 + dr2 + sinh2 (r)

�
1 +

�
1� �2

�
sinh2 (r)

�
d�2

�2� sinh2 (r) d�d�
	
; (6.2)

� jest parametrem interpoluj ¾acym. Dla � = 1 metryka jest anty-de Sittera a dla
� = 2 metryka staje si¾e metryk ¾a Gödla. Gdy � > 1 w metryce (6.2) pojawiaj ¾a
si¾e ZKC. Dzia÷anie (6.1)dla metryki (6.2) przyjmuje postác:

S[� ; r; �] =
4a2

2�

Z
�2

d2z
�
�@�@� + @r@r +

�
sinh2 (r) +

�
1� �2

�
sinh4 (r)

�
@�@�

�� sinh2 (r)
�
@�@� + @�@�

��
+
1

4�

Z
�2

�R(2)d2z: (6.3)

W naszym przypadku rozmaitóścM3 jest 3-wywmiarowa i ma symetri¾e metryki
(6.2) generowan ¾a przez algebr¾e so (2)�sl (2;R). Jak mo·zna zauwa·zýc (6.3) jest
równie·z niezmiennicze wzgl¾edem przesuni¾éc w zmiennych � i �. Przesuni¾ecia te
tworz ¾a 2-wymiarow ¾a abelow ¾a grup¾e. Dzia÷anie (6.3) mo·zna przepisác jako:

S[� ; r; �] =

1

2�

Z
�2

d2z
�
@� @� @r

�� E 0
0 4a2

�0@ @�

@�

@r

1A
+
1

4�

Z
�2

�R(2)d2z; (6.4)
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gdzie macierz E jest równa:

E = 4a2
�

�1 �� sinh2 r
�� sinh2 r u (r) sinh2 r

�
(6.5)

oraz u (r) = 1 +
�
1� �2

�
sinh2 r.

W przypadku gdy "target" posiada d abelowych izometrii to dok÷adne mar-
ginalne operatory odpowiadaj ¾a jednoparametrowym podgrup ¾a grupyO (d; d;R).
W naszym przypadku d = 2 wi¾ec grupa O (2; 2;R) dzia÷a na pola "targetu"
reprezentowane przez macierz E = G+B w nast¾epuj ¾acy sposób:

g (E) = (aE + b) (cE + d)
�1
; (6.6)

gdzie g 2 O (2; 2;R) oraz:

g =

�
a b
c d

�
(6.7)

macierze a; b; c i d spe÷niaj ¾a relacje: aT d+cTa = bT d+dT b = 0, aT d+cT b = I2.
Maksymalnie zwart ¾a podgrup ¾aO (2; 2;R) jestO (2)�O (2), która jest zanurzana
w O (2; 2;R) przez e : O (2)�O (2)! O (2; 2;R) w nast¾epuj ¾ac sposób:

e (r1; r2) =
1

2

�
r1 + r2 r1 � r2
r1 � r2 r1 + r2

�
; (6.8)

gdzie (r1; r2) 2 O (2) � O (2). Element e (r1; r2) zale·zy od k ¾atów �1 i �2 para-
metryzuj ¾acych (r1 (�1) ; r2 (�2)) w sposób standardowy:

ri (�i) =

�
cos�i sin�i
� sin�i cos�i

�
(6.9)

gdzie i = 1; 2. Wi¾ec zanurzenie e przyjmuje postác:

e (r1; r2) =

�
r (�) cos� r (�) " sin�
r (�) " sin� r (�) cos�

�
� e(�;�); (6.10)

oraz: � = (�1 + �2) =2, � = (�1 � �2) =2, macierze r (�) i " s ¾a równe:

r (�) =

�
cos� sin�
� sin� cos�

�
i " =

�
0 1
�1 0

�
: (6.11)

Dzia÷anie tej maksymalnie zwartej grupy na E zale·zy od � i � i daje now ¾a
macierz eE:

e(�;�) (E) � eE = r (�) [E + " tan�] ["E tan� + I]
�1
rT (�) : (6.12)

W rozpatrywanym przypadku otrzymujemy nast¾epuj ¾acy wynik:

eE11 =W� (r)
��
1� �2

�
sin2 � sinh4 r

+
�
sin2 �� � sin 2�

�
sinh2 r � cos2 �

�
; (6.13)
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eE12 = W� (r)

2

��
1� �2

�
sin 2� sinh4 r

+(sin 2�� 2� cos 2�) sinh2 r + sin 2�+ 2ebi ; (6.14)

eE21 = W� (r)

2

��
1� �2

�
sin 2� sinh4 r

+(sin 2�� 2� cos 2�) sinh2 r + sin 2�� 2ebi ; (6.15)

eE22 =W� (r)
��
1� �2

�
cos2 � sinh4 r

+
�
cos2 �� � sin 2�

�
sinh2 r � sin2 �

�
; (6.16)

gdzie funkcje W� (r), eb (r) s ¾a równe:
W� (r) =

4a2
�
1 + tan2 �

�
1� 4a4 tan2 � sinh2 (2r)

;

eb = 1

8

�
1 + 4a2 sinh2(2r)

�
sin (2�) : (6.17)

Z macierzy eE otrzymujemy metryk¾e eG :

eG11 = eE11; eG22 = eE22 (6.18)

i

eG12 (�; �) = W� (r)

2

��
1� �2

�
sin 2� sinh4 r

+(sin 2�� 2� cos 2�) sinh2 r + sin 2�
�
; (6.19)

oraz antysymetryczn ¾a dwu-form¾e eB :

eB = W� (r)

8

�
1 + 4a2 sinh2(2r)

�
sin (2�) d� ^ d�. (6.20)

For � = � = 0 we obtain the initial matrix E. The function W� (r) is �nite
for � = �=2 and has the value W�=2 (r) = �a�2 sinh�2 (2r). W przypadku, gdy
�2 > 1 sk÷adowe metryki eGab przyjmuj ¾a postác:eG11 (�; �) = ��2 � 1�W� (r)h (R) sin

2 �; (6.21)

eG12 (�; �) = 1

2

�
�2 � 1

�
W� (r) g (R) sin 2�; (6.22)

eG22 (�; �) = ��2 � 1�W� (r) f (R) cos
2 �; (6.23)
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gdzie:

h (R) =

�
1� 2� cot�
2 (�2 � 1)

�2
� cot2 �

�2 � 1

�
�
R� 1� 2� cot�

2 (�2 � 1)

�2
; (6.24)

g (R) =

�
1� 2� cot 2�
2 (�2 � 1)

�2
� 1

�
�
R� 1� 2� cot 2�

2 (�2 � 1)

�2
; (6.25)

f (R) =

�
1� 2� tan�
2 (�2 � 1)

�2
� tan2 �

�2 � 1

�
�
R� 1� 2� tan�

2 (�2 � 1)

�2
(6.26)

oraz R = sinh2 r. Mo·zna zauwa·zýc, ·ze dla � = �=2 sk÷adowe metryki spe÷niaj ¾a
zwi ¾azki: eG11 (�=2; �) = eG22 (0; �) = 1

4a2
W� (r)G22; (6.27)

eG22 (�=2; �) = eG11 (0; �) = 1

4a2
W� (r)G11; (6.28)

eG12 (�=2; �) = � 1

4a2
W� (r)G12: (6.29)

To oznacza, ·ze obrót o k ¾at � = �=2 zamienia wspó÷rz¾edn ¾a czasow ¾a i przestrzenn ¾a.
Poniewa·z grupa O(2)�O(2) ma dwa generatory, wi¾ec dok÷adne marginalne op-
eratory odpowiadaj ¾a dwum niezale·znym jednoparametrym rodzin ¾a zwi ¾azanym
z obrotami o k ¾at � i k ¾at �. Ta niezale·znóśc przejawia si¾e w tym, ·ze przetrans-
formowane pola zale·z ¾a od � i � w postaci iloczynów zale·znych tylko od � albo
od �.
W nowy "targecie" danym przez (6.20)-(6.23) ZKC pojawi ¾a si¾e gdy eG22

stanie si¾e ujemne dla pewnego r oraz eG11 pozostanie ujemne. Wi¾ec ZKC b¾edzie
istnia÷a w dwóch przypadkach je·zeli:

1. f (R) < 0 oraz W� (r) > 0; albo

2. f (R) > 0 oraz W� (r) < 0

przy warunku: eG11 < 0. Ten ostatni warunek prowadzi do: W� (r) < 0 i
h (R) > 0 albo W� (r) > 0 i h (R) < 0. Funkcja W� (r) jest wi¾eksza od zera
jésli zachodzi zwi ¾azek: sinh2 (2r) <

�
cot2 �

�
=
�
4a2
�
. Natomiast f (R) > 0 jésli
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R 2
�
Rf�; R

f
+

�
� If gdzie krańce przedzia÷u Rf� s ¾a okréslone przez równóśc

f
�
Rf�

�
= 0:

Rf� =
1

2 (�2 � 1)

�
1� 2� tan�� 2

q
(tan�� �=2)2 � (�2 � 1) =4

�
: (6.30)

Mo·zna zauwa·zýc, ·ze Rf� s ¾a rzeczywiste jésli tan� 2 (0; ��=2][[�+=2;+1) � Df

gdzie �� = � �
p
�2 � 1. W przypadku, kiedy tan� 2 (��=2; �+=2) funkcja

f (R) jest zawsze ujemna. W celu uproszczenia rachunków wybierzemy � = �=2
. Dla innych warósci � jakósciowy obraz rozwa·zań pozostanie niezmienny. Tak,
wi¾ec w naszym przypadku W�=2 (r) < 0 oraz ZKC istniej ¾a wtedy gdy f (R) > 0
i h (R) > 0. Ostatnia nierównóśc jest spe÷niona dla R 2

�
Rh�; R

h
+

�
� Ih gdzie:

Rh� =
1

2 (�2 � 1)

�
1� 2� cot�� 2

q
(cot�� �=2)2 � (�2 � 1) =4

�
(6.31)

oraz h
�
Rh�
�
= 0. Krańce przedzia÷u Rh� s ¾a rzeczywiste jésli tan� 2 (0; 2��] [

[2�+;+1) � Dh. dla tan� 2 (2��; 2�+) funkcja h (R) jest zawsze ujemna.
Pierwiastki Rf� i R

h
� s ¾a rzeczywiste gdy zachodzi zwi ¾azek:

tan� 2 Df \Dh = (0; ��=2] [ [�+=2; 2��] [ [2�+;+1): (6.32)

Wynika st ¾ad, ·ze ZKC istniej ¾a jésli:

If \ Ih 6= ?: (6.33)

Powy·zszy zwi ¾azek jest prawdziwy jésli istnieje takie R0 > 0, ·ze f (R0) =
h (R0) > 0. ×atwo mo·zna znaléźc, ·ze R0 = � (� sin 2�)�1 oraz, ·ze � musi
nale·zéc do przedzia÷u � 2 (�=2; �). Wartóśc funkcji f w punkcie R0 jest:

f (R0) =
1

(�2 � 1) sin2 (2�)
Z (�) ; (3.33)

gdzie:

Z (�) = 4
�
�3 � 1

�
cos4 ��

�
�2 � 1

�
sin4 �

�
�
4� sin2 �� cos2 �

�
sin 2�+ � sin2 (2�)� cos2 � (6.34)

oraz � 2 (�=2; �). Znak funkcji Z dla ustalonego � zale·zy od wartóści �.
Jako przyk÷ad rozpatrzym metryk¾e Gödla (�2 = 2). Funkcja Z (�) jest

ujemna dla � 2 [1:57; 1:8] (radiany) i staje si¾e dodatnia dla � > 1:801. Wi¾ec
warunek If \ Ih 6= ? przestaje býc prawdziwy dla � 2 [1:57; 1:8] a to oznacza,
·ze ZKC znikaj ¾a w nowym "targecie". Jednak·ze gdy � > 1:801 ZKC prze·zywaj ¾a
transformacj¾e. Jako nast¾epny przyk÷ad rozwa·zmy, gdy �2 = (1:5)

2. Funkcja
Z (�) jest ujemna dla � 2 [1:57; 1:67] wi¾ec ZKC równie·z znikaj ¾a w nowym
"targecie". I prze·zywaj ¾a transformacj¾e dla � > 1:67.
To oznacza, ·ze transformacje z O(2)�O(2) zmieniaj ¾a struktur¾e przyczynow ¾a

i warunek (6.33) okrésla czy ZKC prze·zyje w nowym "targecie".
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6.3 Struktura przyczynowa i T-dualnóśc

Transformacje T-dualnósci mieszaj ¾a pola z sektora Nevou-Schwarza (NS) tworz ¾ac
inny uk÷ad pól w którym propaguje si¾e struna. Jednoczésnie T-dualnóśc jest
symetri ¾a teorii strun, wi¾ec w wyniku operacji T-dualnósci otrzymuje si¾e nowy
sektor pól NS. Sektor NS tworzy metryka GMN , antysymetryczne pole BMN

oraz dylaton �. W pracach [89, 90] rozpatrzy÷em rozwi ¾azania typu pp-fal za-
le·z ¾acych od czasu i wp÷yw T-dualnósci na struktur¾e przyczynow ¾a pp-fal.

N -wymiarowe czasowo-zale·zne rozwi ¾azanie pp-fali ma postác:

ds2 = �2dx+dx� �K
�
x+; xI

� �
dx+

�2
+
N�1X
I=1

dx2I ; (6.35)

gdzie x� = (x0 � xN ) =
p
2 oraz I = 1; :::; N �1. Jedyn ¾a ró·zn ¾a od zera sk÷adow ¾a

tensora Ricciego RMN dla metryki (6.35) jest:

R++ =
1

2
@2IK: (6.36)

Co wi¾ecej pp-fala jest dok÷adnym strunowym rozwi ¾azaniem równań ruchu, które
wynikaj ¾a z konforemnej niezmienniczósci. Pp-fal tworz ¾a t÷o, w których �0

poprawki w równanich ruchu znikaj ¾a.
Je·zeli tylko rozpatruje si¾e pola z sektora NS (metryka GMN , antysym-

etryczne pole BMN oraz dylaton �) to warunek konforemnej niezmienniczósci
w teoriach typu II A/B przyjmuje postác równań ruchu:

RMN = �2rMrN�+
1

4
H2
MN ; (6.37a)

rL
�
e�2�HL

MN

�
= 0; (6.37b)

r2�� 2 (r�)2 = � 1

12
H2; (6.37c)

gdzie H2
MN = HMPRH

PR
N oraz H2 = HMPRH

MPR.
Rozwi ¾a·zemy powy·zsze równania ruchu przy za÷o·zeniu, ·ze metryka GMN jest

dana przez (6.35). Pole BMN zale·zy od
�
x+; xI

�
oraz, ·ze nie-zerowe sk÷adowe

pola B to: BI+
�
x+; xJ

�
� BI . Dylaton � jest funkcj ¾a zale·zn ¾a od x+. Pole

H = dB dla takiego pola B ma sk÷aowe: HIJ+ = @IBJ �@JBI � HIJ . Przy ta-
kich za÷o·zeniach równanie (6.37c) staje si¾e to·zsamósci ¾a (obydwie strony znikaj ¾a)
natomiast równania (6.37a-b) przyjmuj ¾a postác:

@2IK = �2@2+�+
1

4
HIJH

IJ ; (6.38)

@IHIJ = 0: (6.39)

Podobne równania by÷y rozwi ¾azywane w pracy [91]. Nast¾epnie za÷o·zymy, ·ze
funkcja K ma form¾e:

K
�
xI ; x

+
�
=
1

2

8X
I;J=1

AIJ
�
x+
�
xIxJ =

1

2
xTAx; (6.40)
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macierz A jest symetryczna. Wi¾ec równanie (6.38) redukuje si¾e do postaci:

TrA = �2@2+�+
1

4
HIJH

IJ : (6.41)

W przypadku gdy funkcja K zale·zy od 2n + 1 < 9 zmiennych exi (indeks i =
1; :::; 2n) metryka (6.35) zapisuje si¾e jako form:

ds2 = �2dx+dx� �K
�exi; x+� �dx+�2 + 2nX

i=1

dex2i + �abdxadxb (6.42)

gdzie a; b = 1; :::; 8� 2n natomiast funkcja K jest w postaci:

K
�exi; x+� = 2nX

i;j=1

Aij
�
x+
� exiexj ; (6.43)

która zale·zy od czasu x0 poprzez x+. Zajmujemy si¾e zagadnieniem: kiedy
mo·zna usun ¾ác x+ zK przez lokalne ortogonalne transformacje R (x+) dzia÷aj ¾ace
na wspó÷rz¾ednych. Ta transformacja jest dana przez macierz R w diagonalnej
postaci: R = diag (R1; :::; Rn) gdzie Rk jest:

Rk
�
x+
�
=

�
cos�kx

+ � sin�kx+
sin�kx

+ cos�kx
+

�
: (6.44)

Wi¾ec stare wspó÷rz¾edne exi s ¾a zwi ¾azane z nowymi wspó÷rz¾ednymi xi jak nast¾epuje:�
cos�kx

+ � sin�kx+
sin�kx

+ cos�kx
+

��
x2k�1
x2k

�
=

� ex2k�1ex2k
�

(6.45)

oraz funkcja K przybiera postác:

K = xTRTARx: (6.46)

My poszukujemy takiej funkcjiK, która nie zale·zy od x+. Ten warunek prowadzi
do równania na macierz A:

@+
�
RTAR

�
= 0; (6.47)

co oznacz, ·ze:
@+A+ [A;�] = 0; (6.48)

gdzie macierz � = @+(R)R
T = diag (�1; :::;�n) oraz:

�k =

�
0 ��k
�k 0

�
; k = 1; :::n: (6.49)

W rozpatrywanym przypadku n = 1; 2,3. Przypadek n = 1 odpowiada p÷ask-
iej 6-wymiarowej wewn¾etrznej przestrzeni oraz 4-wymiarowej czasoprzestrzeni.
Metryka w tym przypadku ma postác:

ds2 = �2dx+dx� �K
�exi; x+� �dx+�2 + 2X

i=1

dex2i + �abdxadxb; a; b = 1; :::; 6;

(6.50)
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orazK (exi; x+) =P2
i;j=1Aij (x

+) exiexj . Równanie (6.48) dla n = 1ma rozwi ¾azanie
(�1 � �):

A
�
x+
�
= A0

�
sin (2�x+) � cos (2�x+)
� cos (2�x+) � sin (2�x+)

�
+
1

2

�
c2 c1
�c1 c2

�
; (6.51)

gdzie c1, c2 , A0 s ¾a sta÷ymi ca÷kowania. Parametr � mo·ze býc interpretowany
jako pr¾edkóśc k ¾atowa 2-wymiarowej p÷aszczyzny (ex1; ex2) wokó÷prostopad÷ej osi.
Równanie (6.41) dla rozwi ¾aznia (6.51) przyjmuje postác:

c2 = �2@2+�+
1

4
HIJH

IJ : (6.52)

Funkcja K we wspó÷rz¾ednych exi jest równa:
K
�exi; x+� = A0

�ex21 � ex22� sin �2�x+�� 2A0ex1ex2 cos �2�x+�+ 12c2 �ex21 + ex22� :
(6.53)

Natomiast transformacja R powoduje, ·ze K w nowych wspó÷rz¾ednych xi jest:

K (xi) =
1

2
c2
�
x21 + x

2
2

�
� 2A0x1x2; (6.54)

oraz metryka przyjmuje form¾e:

ds2 = �2dx+dx� �
�
K (xi)� �2

�
x21 + x

2
2

�� �
dx+

�2
+

2X
i=1

dx2i + 2� (x1dx2 � x2dx1) dx+ + �abdxadxb: (6.55)

Przechodz ¾a do wspó÷rz¾ednych biegunowych x1 = r cos�, x2 = r sin� otrzy-
mamy:

ds2 = �2dx+dx��F (r; �)
�
dx+

�2
+�r2d�dx++dr2+r2d�2+�abdx

adxb; (6.56)

gdzie F jest dana przez:

F (r; �) = r2 (� �A0 sin 2�) ; (6.57)

i � = c2=2 � �2. Metryka (6.55) mo·ze býc rozpatrywana jako metryka 10-
wymiarowej czasoprzestrzeni, która jest iloczynem kartezjańskim 4-wymiarowej
pp-fali M4 i 6-wymiarowej p÷askiej przestrzeni T6.
Zak÷adaj ¾ac, ·ze pole dylatonu � ma sta÷¾a wartóśc �0 oraz, ·ze pole B ma

pierwsz ¾a "nog¾e" w T6 oraz drug ¾a "nog¾e" w M4 i nast¾epnie, ·ze pole B daje sta÷¾a
wartósci ¾a HIJH

IJ , otrzymujemy rozwi ¾aznie równań (6.37a-c):

ds2 = � (1 + F=2) dt2 � Fdtdy + (1� F=2) dy2 +
p
2

2
�r2d� (dt+ dy) + dr2 + r2d�2 + �abdx

adxb; (6.58)
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B =
1

2

3X
n=1

bn�
2
nd�n ^ (dt+ dy) ; � = �0 = constant, (6.59)

oraz jest spe÷niony warunek:

c2 =
1

4

3X
n=1

b2n > 0; (6.60)

gdzieHIJH
IJ =

P3
n=1 b

2
n. W powy·zszych rozwi ¾azaniach wprowadzilísmy wpó÷rz¾edne

(t; r; �; y) na czasoprzestrzeniM4 oraz wspó÷rz¾edne biegunowe (�n; �n) w p÷ask-
iej przestrzeni T6: x2n�1 = �n cos�n, xn = �n sin�n gdzie n = 1; 2; 3:
Jak widác z równań (6.58- 6.59) istniej wektor Killing V = @y taki,·ze:

LV g = LVH = LV � = 0. Zk÷adaj ¾ac, ·ze y 2 S1 (wi¾ec y + 2� ' y) mo·zemy
wykonác transformacj¾e T-dualnósci w tym kierunku. Korzystaj ¾ac z formu÷
Bushera otrzymujemy dualn ¾a 10-wymiarow ¾a czasoprzestrzeń fM z dualn ¾a me-
tryk ¾a eg, dualnym polem eB oraz dualnym dylatonem e':

des2 =
1

1� F=2
�
�dt2 + dy2

�
+

p
2�r2

2� F d�dt+

r2

4

�
4� r2�2

2� F

�
d�2 + dr2 + des26; (6.61)

eB = F

2� F dt ^ dy +
�r2

2� F dy ^ d�+
1

2� F

3X
n=1

bn�
2
nd�n ^ dy; (6.62)

e' = �0 � ln (1� F=2) ; (6.63)

gdzie metryka des26 jest równa:
des26 =

3X
n=1

�
d�2n +

b2n�
4
n

2� F d�n (dt+ dy) + �
2
n

�
1 +

b2n�
2
n

2 (2� F )

�
d�2n

�
+

1

2� F

3X
m6=n

bmbn�m�nd�md�n: (6.64)

Transformacja T-dualnósci miesza pocz ¾atkowo niezale·zn ¾a czasoprzestrzeńM4 ze
wspó÷rz¾ednymi (t; r; �; y) z p÷ask ¾a przestrzeni ¾a T6 ze wspó÷rz¾ednymi

�
x1; :::; x6

�
.

Jest to wynik tego, ·ze pole B ma nietrywialn ¾a postác dan ¾a przez (6.59). Metryk¾e
(6.61) mo·zna przepisác jako:

des2 =
�1

1� F=2 (dt� f
nd�n)

2
+

1

1� F=2 (dy + f
nd�n)

2
+

p
2�r2

2� F d�dt+

r2

4

�
4� r2�2

2� F

�
d�2 + dr2 +

3X
n=1

�
d�2n + �

2
n

�
1 +

b2n�
2
n

2 (2� F )

�
d�2n

�
+

1

2� F

3X
m6=n

bmbn�m�nd�md�n; (6.65)
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gdzie fn = b2n�
4
n=2. 10-wymiarowa czasoprzestrzeń fM z powy·zsz ¾a metryk ¾a mo·ze

býc rozpatrywana jako rozw÷óknienie z 9-wymiarow ¾a baz ¾a B9 (ze wspó÷rz¾ed-
nymi (t; r; �; �n; �n) oraz n = 1; 2; 3) i jednowymiarowym w÷óknem S1 (ze
wspó÷rz¾edn ¾a y):

S1 (y) ,! fM
#

B9 (t; r; �; �n; �n)
:

Tutaj jestésmy zainteresowani 4-wymiarow ¾a czasoprzestrzeni ¾a fM4, któr ¾a mo·zna
wybrác z tego rozw÷óknienia. Wybierzemy fM4 przez ustalenie trzech �n i trzech
�n. W wyniku tego otrzymamy fM4 jako rozw÷óknienie nad baz ¾a B3:

S1 (y) ,! fM4

#
B3 (t; r; �)

St ¾ad metryka des24, pole eB(4) oraz dylaton e' na fM4 maj ¾a postác:

des24 =
2

2� F
�
�dt2 + dy2

�
+

p
2�r2

2� F d�dt+

r2

4

�
4� r2�2

2� F

�
d�2 + dr2; (6.66)

eB(4) = F

2� F dt ^ dy +
�r2

2� F dy ^ d�; (6.67)

e' = �0 � ln (1� F=2) : (6.68)

Powy·zsza metryka zale·zy istotnie od znaku (2 � F ). Obszar gdzie 2 � F > 0

jest wyznaczony przez warunek: 2 (� �A0 sin 2�)�1 > r2 � 0 przy za÷o·zeniu, ·ze
� > A0 � 0.
Zgodnie z warunkiem (6.03) ZKC pojawi si¾e w kierunku � jésli b ¾ed ¾a za-

chodzi÷y nierównósci:
p
2�r2

2� F > 0; and 4� r2�2

2� F < 0: (6.69)

Rozwi ¾azania tych nierównósci zale·z ¾a od parametrów c2; A0 oraz � i daj ¾a nast¾epu-
j ¾ace ograniczenia na r2:

2

� �A0 sin 2�
> r2 >

2

(�=2)
2
+ � �A0 sin 2�

: (6.70)

W obszarze gdzie 2 � F < 0 czasowa wspó÷rz¾edna t staje si¾e przestrzenn ¾a
wspó÷rz¾edn ¾a natomiast przestrzenna wspó÷rz¾edna y staje si¾e czasow ¾a wspó÷rz¾edn ¾a.

Obszar, w którym nast¾epuje zamiana ról t i y nazwiemy eD+ =
n
r2 > 2 (� �A0 sin 2�)�1

o
.
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W eD+ metryka ma postác:

des24 =
2

j2� F jdt
2 � 2

j2� F jdy
2 �

p
2�r2

j2� F jd�dt+

r2

4

�
4 +

r2�2

j2� F j

�
d�2 + dr2: (6.71)

Oznacza to, ·ze w eD+ nie istniej ¾a ZKC.
Warunek (6.70) okrésla obszar D0 gdzie znajduj ¾a si¾e ZKC. Tak, wi¾ec we

wspó÷rz¾ednych biegunowych (r; �) obszar D0 jest ograniczony przez dwie elipsy
Emax (amax; bmax) oraz Emin (amin; bmin). Posiadaj ¾a one wspólny środek i ich
g÷ówne osie amax , bmax oraz amin , bmin s ¾a równoleg÷e i obrócone o k ¾at �=4
wzgl¾edem osi biegunowej. Osie g÷ówne tych elips s ¾a dne przez zwi ¾azki:

a2max =
2

� �A0
; b2max =

2

� +A0
(6.72)

oraz
a2min =

2

��A0
; b2min =

2

�+A0
; (6.73)

gdzie wprowadzilísmy oznaczenia � = � + (�=2)
2
= c2=2� 3�2=4 > �:

A·zeby upróscíc rachunki za÷o·zymy, ·ze A0 = 0. W tym przypadkuD0 staje si¾e
w p÷aszczýznie (r; �) pieŕscieniem ograniczonym przez dwa okr¾egi o promieniach
r2� = 2=� i r

2
+ = 2=�. Pola t÷a przyjmuj ¾a postác:

des24 = g0
�
�dt2 + dy2

�
+ 2g0�d�dt+ g�d�

2 + dr2; (6.74)

eB(4) = (g0 � 1) dt ^ dy + �r2g0dy ^ d�; (6.75)e' = �0 + ln g0 (6.76)

gdzie: g0 = 1=
�
1� r2=r2+

�
, g0� =

p
2�r2=4

�
1� r2=r2+

�
i g� = r2

�
1� r2=r2�

�
=
�
1� r2=r2+

�
:

W pracy [90] uogólni÷em te rozwi ¾azania. P÷aszczyzna (r; �) dzieli si¾e na trzy
cz¾ésci: D�[D0[D+ gdzie D�, D0 i D+ s ¾a zde�niowane w nast¾epuj ¾acy sposób:

D� = fg0 > 0 i g� > 0jr 2 [0; r�)g � [0; 2�] ; (6.77)

D0 = fg0 > 0 i g� < 0jr 2 (r�; r+)g � [0; 2�] ; (6.78)

D+ = fg0 < 0 i g� > 0jr 2 (r+;+1)g � [0; 2�] : (6.79)

Promienie r� i r+ s ¾a wra·zone przez strumień pola H (zwi ¾azany z c2 przez (6.60)
) oraz przez �:

r� =
2q

c2 � 3�2=2
; r+ =

2p
c2 � 2�2

: (6.80)

Nast¾epnie rozpatrzymy dwie granice pól (6.74 - 6.76).
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1. Gdy r+ ! 1 wspólczynnik metryki g0 = 1 oraz dylaton jest sta÷y. Me-
tryka i pole eB(4) przyjmuj ¾a postác:

des24 = �dt2 + dy2 + 1p
2
�r2d�dt+ r2

�
2� �r2

�
d�2 + dr2; (6.81)

eB(4) = �r2dy ^ d�; (6.82)

gdzie � = c2=2 � 3�2=3. W tej granicy � = 0 co odpowiada zwi ¾azkowi:P3
n=1 b

2
n = 8�

2, który mo·ze býc interpretowany jako warunek na równowag¾e
pomi¾edzy si÷a przyci ¾agaj ¾ac ¾a generowan ¾a przez H oraz si÷¾a od́srodkow ¾a
zwi ¾azan ¾a z pr¾edkósci ¾a k ¾atow ¾a �. Taka równowaga jest cech ¾a charak-
terystyczn ¾a czasoprzestrzeni typu Gödla. W tej granicy istniej ¾a ZKC,
które daj ¾a o sobie znác gdy r2 > r2� = 2=�. Horyzont, poza którym
pojawi ¾a si¾e ZKC jest wyznaczony przez r2�.

2. Gdy � ! 0 wi¾ec r0 � r� = r+ = 2=
p
c2 . Metryka oraz pola eB(4) e'

przyjmuj ¾a postác:

des24 = �dt2 + dy2
1� r2=r20

+ r2d�2 + dr2; (6.83)

eB(4) = r2

r20 � r2
dt ^ dy + �r2

2
�
1� r2

r20

�dy ^ d�; (6.84)

e' = �0 � ln �1� r2=r20� : (6.85)

Jak widác w tej czasoprzestrzeni ZKC znikaj ¾a. Jednak·ze pojawia si¾e ho-
ryzont zadany przez r0.

Otrzymana T-dualna metryka (6.66) i jej uproszczona forma (6.74) posi-
ada dwa horyzonty h� dla r = r� i h+ dla r = r+. Pierwszy horyzont h�
jest zwi ¾azany ze struktur ¾a przyczynow ¾a, natomiast drugi h+ jest zwi ¾azany z
osobliwósciami metryki i pozosta÷ych pól na h+.
Tensor krzywizny R���� dla metryki (6.83) ma nast¾epuj ¾ace sk÷adowe:

Rtrtr = Rryry = �
1

r20

1 + 2r2=r20

(1� r2=r20)
2 ; (6.86)

Rtyty = �
r2=r40

(1� r2=r20)
2 ; (6.87)

Rt�t� = R�y�y = �
1

r20

1

1� r2=r20
: (6.88)

Wi¾ec niezmiennik krzywizny I1 = 1=2R����R���� jest równy:

I1 =
1

2r40

�
1 + 2r2=r20

�2
(1� r2=r20)

2 + :::: (6.89)
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co oznacza, ·ze horyzont h+ zadany przez r0 jest rzeczywist ¾a osobliwósci ¾a krzy-
wizny.
W pierwszym przypadku, gdy r+ ! 1 horyzont h+ jest przesuni¾ety do

nieskończonósci i zostaje otrzymana czasoprzestrzeń typu Gödla z osobliwósci-
ami przyczynowymi w postaci ZKC. Z drugiej strony gdy dwa horyzonty h� i h+
zlewaj ¾a si¾e ze sob ¾a (�! 0) tworz ¾ac nowy horyzont h0 ZKC znikaj ¾a, jednak·ze po-
jawia si¾e osobliwóśc krzywizny na nowo powsta÷ym horyzoncie. Analizuj ¾ac rów-
nania geodezyjnych [89] otrzyma÷em trzy rodzaje geodezyjnych, których w÷as-
nósci zale·z ¾a od zwi ¾azków mi¾edzy r� i r+, czyli od geometrii czasoprzestrzeni.
Niektóre z tych geodezyjnych nigdy nie przekrocz ¾a pierwszego horyzontu h�
czyli nigdy nie wejd ¾a w obszar osobliwósci przyczynowo-skutkowych.
Otrzymane przeze mnie T-dualne pola s ¾a podwójnie osobliwe: osobliwósci

przyczynowe w postaci ZKC i osobliwóśc pól na h+. Jedne z tych osobli-
wósci mog ¾a býc usuni¾ete w odpowiednich granicach, jednak·ze nie mo·zna ich
usun ¾ác jednoczésnie. Poniewa·z T-dualne pola zosta÷y otrzymane z porz ¾ad-
nych rozwi ¾azań w formie pp-fali, mo·zna wysnúc wniosek, ·ze T-dualnóśc ÷¾aczy
rozwi ¾azania, które s ¾a osobliwe w nisko-energetycznym przybli·zeniu z rozwi ¾aza-
niami nie posiadaj ¾acymi osobliwósci. T-dualnóśc jednej strony mo·zna uwa·zác,
jako metod¾e generowania rozwi ¾azań a z drugiej strony, jako symetri¾e teorii strun.
Oznacza to, ·ze osobliwósci czasoprzestrzeni s ¾a pozorne w tym sensie, ·ze wykonu-
j ¾ac operacje T-dualnósci otrzymuje si¾e "porz ¾adn ¾a" czasoprzestrzeń. Dla �zyki
struny niskoenergetyczne osobliwósci nie istniej ¾a.

7 Mo·zliwe fakty obserwacyjne i podsumowanie

W dwóch rejonach w obserwowanym wszech́swiecie efekty strunowe mog ¾a býc
dostrze·zone: pocz ¾atki wszech́swiata, gdzie efekty kwantowej grawitacji musz ¾a
býc uwzgl¾ednione, oraz obecne dóswiadczenia dotycz ¾ace zderzeń cz ¾astek. Oby-
dwa te obszary charakteryzuj ¾a si¾e wysokimi energiami. W najnowszym ekspery-
mencie LHC, b¾edzie mo·zliwa obserwacja efektów zwi ¾azanych z produkcj ¾a czarnych
dziur, o ile istniej ¾a dodatkowe wymiary.
Wmikrofalowym promieniowaniu t÷a powinny býc odcísni¾ete efekty, mówi ¾ace

o strunowej naturze świata ( o ile teoria struny jest prawdziwa). Efekty te s ¾a
zwi ¾azane z mo·zliwósci ¾a istnienia jednowymiarowych rozci ¾ag÷ych obiektów (strun
kosmicznych) we wczesnym Wszech́swiecie [82, 56, 57]. Wykrycie strun kos-
micznych, pozwoli÷oby na przetestowanie ró·znych teorii in�acji maj ¾acych źród÷a
w teorii struny.
Praca ta dotyczy potencjalnych zastosowań superstrunowych rozwi ¾azań w

kosmologii. Jedak·ze aby te zastosowania by÷y realistyczne, nale·zy przej́śc kilka
etapów. Jednym z nich to stabilizacja modu÷ów, która jest konieczna w celu
uzyskania jakiejkolwiek realistycznej 4-wymiarowej teorii. Nast¾epny etap to
odpowiednia de�nicja D-brany. Tutaj zosta÷a wykorzystana de�nicja w nisko-
enrgetycznym przybli·zeniu, w którym D-bran¾e identy�kuje si¾e z podrozmaitós-
ci ¾a, do której przyczepione s ¾a końce struny otwartej. Jednak·ze, taki obraz
brany jest niepe÷ny, nie istnieje bowiem jak dot ¾ad dok÷adna de�nicja brany w
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kwantowym re·zimie oraz gdy efekty strunowe s ¾a nie do pomini¾ecia. Niemniej,
stosuj ¾ac takie przybli·zenie, uda÷o si¾e otrzymác wyniki zwi ¾azane z sam ¾a ewolucj ¾a
D3-brany zanurzonej w 10-wymiarowej czasoprzestrzeni, której geometria jest
wyznaczona przez rozwi ¾azania strunowe. Zak÷adaj ¾ac, ·ze Model Standardowy
jest uwi¾eziony na D3-branie, mo·zna mýsléc o niej jako o modelu wszech́swiata.
Z danych obserwacyjnych wynika, ·ze Model Standardowy opisuje ok. 4% za-
wartósci Wszech́swiata, reszta zás jego zawartósci, tj. tzw. ciemna materia
(ok. 22%) i ciemna energia (ok. 74%), jest nieznanego rodzaju. O ciemnej ma-
terii wiadomo, ·ze jest ona zlokalizowana w galaktykach. Co do ciemnej energii
wiadomo tylko, ·ze powinna wype÷niác ca÷y Wszech́swiat.
Wyniki, które otrzyma÷em w [62, 65, 67, 76, 81] odnosz ¾a si¾e zarówno do

klasycznej jak i kwantowej ewolucji D3-brany, w szczególnósci do interpretacji
zjawisk widocznych dla znajduj ¾acego si¾e w obj¾etósci-́swiata D3-brany - obser-
watora, który jednak·ze nie wie o tym, ·ze jest otoczony przez wy·zejwymiarow ¾a
przestrzeń. Dla takiego modelu otrzyma÷em funkcj¾e falow ¾a D3-brany przy
za÷o·zeniu jedno-rodnej i izotropowej obj¾etósci-́swiata. Postác funkcji falowej
zale·zy od po÷o·zenia D3-brany w ustalonym tle. Nast¾epnie otrzyma÷em praw-
dopodobieństwo tunelowania od rozmiarów Planckowskich do rozmiarów wi¾ek-
szych ni·z d÷ugóśc Plancka. Potencja÷, przez który nast¾epuje tunelowanie, powoduje
nieuchronn ¾a ekspansj¾e obj¾etósci-́swiata D3-brany. W obszarze klasycznym bowiem,
dla du·zych rozmiarów przestrzennych, taki potencja÷prowadzi do przyspies-
zonej ekspansji. W przypadku, gdy nie jest spe÷niony warunek BPS, otrzy-
ma÷em parametry opisuj ¾ace in�acj¾e jako funkcj¾e pola tachionowego oraz jego
potencja÷u. Wyprowadzi÷em równie·z zwi ¾azek pomi¾edzy polem tachionu a jego
potencja÷em (rów. 2.54). W klasycznym re·zimie w przypadku statycznym D3-
brany otrzyma÷em sta÷¾a kosmologiczn ¾a jako efektywny parametr na jej obj¾etósci
świata, a w dynamicznym przypadku równanie stanu dla egzotycznej materii,
która mo·ze modelowác ciemn ¾a energi¾e, odpwiedzialn ¾a za coraz szybsz ¾a ekspan-
sj¾e wszech́swiata. Rozpatrzy÷em, równie·z ró·zne scenariusze zwi ¾azane z ewolucj ¾a
D3-brany i otaczaj ¾ac ¾a j ¾a przestrzeni ¾a [67]. Jednym z rozwi ¾azań, które tam
otrzyma÷em, jest 4-wymiarowa czasoprzestrzeń de Sittera. W [81] rozpatrzy÷em
zwi ¾azek mi¾edzy parametrami Hubble na D3-branie, które opisuj ¾a ró·zne pr¾ed-
kósci ekspansji w zale·znósci od kierunku, oraz charakterystykami geometrii t÷a.
Z warunku równósci parametrów Hubble, otrzyma÷em warunki na ÷adunki topo-
logiczne oraz mas¾e D5-bran tworz ¾acych t÷o.
W pracach [87,89 i 90] rozpatrywa÷em zagadnienie przyczynowósci a mi-

anowicie istnienie zamkni¾etych krzywych czasowych w nisko-ergetycznych rozwi ¾aza-
niach struny. Stosuj ¾ac deformacj¾e w modelu sigma przez marginalne operatory
otrzyma÷em warunek mówi ¾acy, kiedy ZKC prze·zyj ¾a tak ¾a operacj¾e, tzn., kiedy
zdeformowany "target" b¾edzie przyczynowo-skutkowy. Nast¾epnie u·zywaj ¾ac T-
dualnósci otrzyma÷em z czasoprzestrzeni w formie pp-fali czasoprzestrzeń, gdzie
wyst¾epuj ¾a osobliwósci przyczynowe w postaci ZKC w ograniczonym obszarze
oraz osobliwósci krzywizny. Wyniki ten reprezentuj ¾a w konkretnej postaci
stwierdzenie: symetrie struny (w tym wypadku T-dualnóśc) usuwaj ¾a nisko-
energetyczne osobliwóśc.
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